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1 Opérades
On peut comprendre la notion d’opérade d’au moins deux manieres différentes.

Définition 1.1. Une opérade (symétrique) est un &-module P (suite de &,-modules a droites P(n)) muni
d’une « structure d’algébre associative unitaire » i.e. de morphismes de compositions

P(n) @ (P(i1) @ -+~ @ Plin)) = Plis+ - +in)
(v1,vp) = o (v, vp)

assujetties & un axiome d’associativité, de symétrie et qui admet un élément neutre id € P(1).

On peut visualiser un éléments de P(n) comme une opération d’arité n ou plus géométriquement comme une

corolle a n pétales : y . L’axiome d’associativité se dessine alors de la maniere suivante :

VAVAVAA

De méme, 'axiome de symétrie décrit ’arbre que I'on obtient lorsque 1’on greffe des corolles dont on a permuté
les feuilles et s’écrit explicitement grace au morphisme « blocs de permutation »

62‘1 X - X 6in — 6i1+---+in (1)
(01,...,0p) = o U---Uoy,
et au morphisme « permutation de blocs »

S, — 6i1+--<+in (2)

O = O(iy,sin)-



Remarque 1.2. Comme on souhaite étudier la cohomologie d’algebres, on travaillera avec des G-modules
différentiels gradués i.e. P(n) = P ey Py(n) et P est muni d'un morphisme appelé différentielle d : P — P de
degré —1 tel que d? = 0.

Une opérade différentielle graduée est alors un G-module différentiel gradué P muni d’une structure d’opérade
telle que si p € Py(n) et v, € Py, (i), alors

1o V1, Vn) € Poigitotg, (i1 + - +in);

on aid € Py(1); et

dp(po (vr,...,vm)) =dp(p) o (v1,...,v,) — (—1)H Z(_1)\V1\+---+lwfllﬂo (i, dp(vi), ... vn).

Exemple 1.3. L’espaces des opérations multilinéaires d’un espace vectoriel V' est une opérade que 1’on notera
Endy. Explicitement, on a Endy (n) = Homg (V®", V) et la loi de composition est donnée par la composition
et le produit tensoriel d’applications linéaires.

Si V est un complexe de chaine, alors 'opérade Endy = (Homy_vect, (VE", V), oy (on ne considére que des
opérations p qui translatent le degré homologique d’une constante |u|) est une opérade différentielle graduée
lorsqu’on la muni de la dérivation

Oplar,. .. an) = dy(p(ar, ... an)) — (=1)* > (=)l ey dy (), .. an)

i=1
qui mesure I'obstruction d’une opération a étre un morphisme d’espaces différentiels gradués.

Remarque 1.4. Attention, la symétrie dans la catégorie monoidale symétrique des espaces gradués est donnée
par la formule 7(z ® y) = (*1)"'””?”1/ ® x. Pour faciliter certaines écriture, on suit la convention de Koszul qui
change aussi le signe du produit tensoriel de morphismes :

(feg)@ey) =) f@) gy
ce qui influe sur le produit de composition de Endy lorsque V' est un espace gradué.

Une autre maniere de comprendre ce qu’est une opérade est la notion de foncteur développable en séries
entieres.

Définition 1.5. Un endofoncteur F' € End(Vectg) est développable en séries entiéres s’il existe une suite
d’espaces vectoriels (F(n))nen telle que

F(V)~ P Fn)oven
neN

Un foncteur de Schur est un endofoncteur P € End(Vectg) tel qu’il existe une suite de &,-modules
(P(n))nen de sorte qu’on ait
P(V)~ P Pn) v, VE

neN

ol &,, agit & gauche sur V®" par permutation des facteurs des tenseurs élémentaires.

Remarque 1.6. Autrement dit, un foncteur de Schur est I’endofoncteur coinvariant associé a un endofoncteur
développable en séries entieres ayant pour coefficients des &,, modules :

'P’:F@.

Apres résolution d’un exercice d’analyse élémentaire, on observe que les foncteurs développables en séries
entiéres sont stables par compositions et par produits (tensoriel) en posant

(FRG)(n):= P F(i)®G())

i+j=n
(FoQ)(n)==DF(k) ( D cline-o G(ik)> .
keN i1+ Fig=n



Les foncteurs de Schur sont aussi stables par compositions et produits en posant

(P®Q)(n):= @ dg.s, Pli)® Q)

i+j=n
(PoQ)(n) = @P(k) ®e, ( @ Indg;/lx_“x@ik Qi) ®---® Q(ik)> .
keN i1+ tig=n

Ainsi, la catégorie des foncteurs de Schur est une sous-catégorie de la catégorie monoidale symétrique
(End(Vectk), o, idvect, ) €t une opérade correspond & un foncteur de Schur muni d’une structure de monoide.
Les opérades sont donc des monades dont on va maintenant décrire explicitement les algebres.

2 Algebres

Les opérades donnent un cadre général pour étudier différents types d’algebres avec un langage commun.

Définition 2.1. Une algebre sur une opérade P est un espace vectoriel A muni d’un morphisme d’opérades

P — Enda

Remarque 2.2. Par décurryfication, la donné d’une structure de P-algebre sur A est équivalente a la donnée
d’une morphisme P(A) — A compatible avec la composition et l'unité de P.

Par exemple, une algébre associative est un espace vectoriel A muni d’une opération p € End4(2) de telle
sorte que multiplier n éléments xq,...,x, ne dépend pas du parenthésage. Ainsi, cette opération binaire in-
duit une unique opération p” € End4(n) modulo permutations ce qui est équivalent au fait de se donner un
morphisme

K[&,] — End4(n).

La loi de composition de cette opérade est explicitement donnée par le produit des morphismes (1) et (2)
K6, @K[G;,] @+ @K[&;,] K[&, x &;, x -+ x &;, ] 2 K[&F , ;] = K[Si1pi,]

ce qui s’écrit o o (01,...,0,) = 0(y,.. i) - (O1 U Uoy).

1yeees

On en déduit que la donnée d’une algebre associative est équivalente & la donnée d’une algebre sur 'opérade
Ass = (0,K[61], K[G2], K[G3), ..).

Remarque 2.3. On peut encoder les algébres unitaires grace a 'opérade uAss = (K[S,]),ecn mais les opérades
admettant des unités (P(0) # 0) ameéne a travailler avec des arbres avec des nceuds internes qui ne sont pas des
feuilles ce qui agrandi infiniment (horizontalement) leur combinatoire. De méme, on travaillera rarement avec
des opérades telles que P(1) # K puisque cela agrandi infiniment (verticalement) leur combinatoire.

On peut aussi encoder des axiomes de symétrie. Par exemple, une algébre commutative est une algebre
associative telle que la multiplication de n ne dépend méme pas de 'ordre d’arrangement des ces éléments.
Ainsi, cette opération binaire induit par compositions une unique opération u”™ € Endy(n) qui est fixe sous
I’action de &,, ce qui se traduit en un morphisme partant de la représentation triviale

K — End(n)
et une algébre commutative est la méme chose qu’une algébre sur 'opérade Com = (0, K, K,...).
On peut définir 'opérade encodant un type d’algebre donné de deux fagons possibles. La premiere s’appuie
sur la proposition suivante

Proposition 2.4. Soit P une opérade et V un espace vectoriel. L’espace P(V) est la P-algebre libre
engendrée par V.

Démonstration. La structure de P-algebre de P(V) est donnée par le morphisme yoidy : PoPoV — V ou
v :PoP — P est le morphisme structurel de 'opérade vue comme monade. De plus, pour toute P-algebre A
une application linéaire f : V — A s’étend en un morphisme de P-algebres f : P(V) — A en posant

f(,u;vla cee avn) = N’A(f(vl)a N af(vn))



@

Remarque 2.5. Le morphisme structurel P(A) — A d’une P-algeébre A n’est autre que 'unité de 'adjonction
P : Vectg = Alg(P) : Oubli.

Ainsi, si on se donne une catégorie d’algebres A muni d’une adjonction F' : Vectx = A : G, alors GF est
naturellement munie d’une structure de monade et si GF est un foncteur de Schur, alors on peut définir P 4(n)
comme l’espace des expressions n-linéaires dans GF(Kz; @ - - - & Kxy,).

La seconde méthode s’appuie sur le résultat suivant.

Proposition 2.6. Il existe une adjonction libre-oubli entre les opérades et les G-modules :
T : Mod(&) = Opé : Oubli.

Démonstration. On laisse a la lectrice le loisir de dessiner des arbres et de se convaincre du résultat. <«

On peut alors présenter des opérades par générateurs et relations. Par exemple, on a

T Y
Ass =

Y

et on peut définir 'opérade Lie en caractéristique # 2 par

T Y T Y

- (ids +(123) + (132))

Lie ==

Comme on souhaite faire de la cohomologie il faut donner sens a la notion de P-algebre différentielle gra-
duée.
Définition 2.7. Une P-algébre différentielle graduée et un complexe de chaine (A = @,, Ay, d4) munie d’un
morphisme d’opérades f : P — End(4,q,) telle que pour tout p € P(n), 'opération ps = f(p) : A®™ 5 A
est un morphisme de complexes de chaines i.e.

n

d(pa(at,...,an)) = Z(—l)““‘+"'+|“"*1‘u,4(a1, cood(ag), .. an).
i=1

Si P est elle-méme différentielle graduée, alors une (P, dp)-algébre différentielle graduée est un complexe de
chaine (A4, d4) muni d’'un morphisme d’opérades différentielles graduées f : (P,dp) — (Enda,d) i.e.

(=1)laslFlaisly (ay, 0 da(as), ... an).
1

(dpp)alar;. .. an)) = da(palar, ..., an)) = (=1)*

n
1=

Remarque 2.8. Les définitions précédentes sont redondantes si on assimile une opérade a une opérade diffé-
rentielle graduée concentrée en degré homologique 0.



Remarque 2.9. Un morphisme dg : A — A de degré —1 vérifiant la condition précédente s’appelle une
dérivation et une différentielle est une dérivation telle que d? = 0.

Exemple 2.10. Une algebre de Lie différentielle graduée est donc un complexe de chaine (g = €,, gn, d) muni
d’une opération binaire [,] telle que

[xay] = (_1)|$Hy‘[y7x]a
(=12, ], 2] + (=D)L, 2], ) + (- 1)y, 2], 2] = 0,

3 Modules

Pour étudier une P-algebre A, on la fait agir sur un espace vectoriel M. L’idée est la suivant : on souhaite
que toute expression algébrique en n variables d’une P-algebre A

[0,1,...7an] € A,
ait un sens lorsque ’on remplace I'un des a; par un élément m € M :
[a1,...,m,...,an] € M.
On pose donc End}?/[@ le sous-G-module de End ag s dont les opérations en arité n sont celles a valeur dans

M faisant intervenir n — 1 variables de A et une seule de M, et End4 X End]‘ejﬁ la sous-opérade de End g
engendrée par Endy4 et Endfme.

Définition 3.1. Un A-module est un espace vectoriel M muni d’un morphisme d’opérades
P — End 4 X Endf/[’a

tel que sa premieére coordonnée coincide avec le morphisme structurel 4 de A :
End a4 x End‘]eLE

P EndA

pA

Remarque 3.2. En décurryfiant, cette donnée est équivalent a la donnée d’un morphisme

P(A,M) = PPn) e, (EBAW—U ®M®A®(n—i)> M

=1

qui soit compatible avec la structure d’opérade de P et la structure de P-algebre de A.

Explicitement, cela revient & associer n actions de A sur M a toute opération u € P(n) :
phy  A®GD @ M@ A®(=)

Les symétries d’une opérade font alors coincider certaines actions. Par exemple, dans Com, la multiplication

binaire induit deux actions de A sur M
pir i A® M — M

i M®A— M

mais le fait qu'on ait p - (1,2) = p impose pl,(m,a) = p3,;(a,m) si bien qu'un module sur une algebre
commutative est un module a gauche.



Remarque 3.3. Si A est différentielle graduée et P est concentré en degré homologique 0, alors on suppose
en plus que M est un complexe de chaine; que les actions sont des morphismes de degré 0; et que dys soit une
dérivation :

i1
dar (i (ag,...,m, ... a,)) = Z(fl)““H”'H‘Zj*lluﬁu(al, s daag, .o ,my . ay)
j=1
H(=1)laalttlaialq, dym, . an)

n
ay |+ |m|+-+laj— i
+ E (—1)‘ 1 Im| la; 1|uM(a1,...,m,...,dAaj,...,an)
j=it1

Si P n’est pas concentrée en degré 0, alors I'obstruction pour dy; a étre une dérivation doit étre égale & (dpu)h,.
Proposition 3.4. Le foncteur d’oubli Modp(A) — Vectg admet un adjoint & gauche
Vis ATV

Démonstration. De la méme maniere que P (V') est la P-algebre libre engendrée par V, le candidat naturel de
A-module libre engendré par V est P(A, V). Cependant, le morphisme naturel

P(A,P(A,V)) — P(A V)

n’est pas compatible avec les compositions respectives de P et A car ces compositions ne sont pas compatibles
dans P(A,V) i.e. le diagramme suivant ne commute pas en général

P(P(4).V) PoP(AV)
P(A.V)

Il faut donc poser A ®% V comme quotient de P(A, V) :

A®P V = coKer ( P(P(A),V) i P(A,V) )

YA

On se convainc que A @ V est le module libre sur V en étendant toute application linéaire f : V — M avec
M un A-module & P(A,V)

f(ptsar,... v, 00) = iy (ar, ..., f(v),...,an)
et on vérifie qu'il passe au quotient en un morphisme A @F V — M. &
Exemples 3.5.
— ARV =(KpA) eV
— AV =KoA)eVe Ko A)
— gRFV =UgeV

— De manieére générale, on a ARTV = (AQPK)®V. On peut le démontrer & la main en écrivant explicitement
P(A,V) ou alors le voir comme conséquence formelle de la proposition 3.8

Le module A ®F K est naturellement muni d’une structure d’algebre associative unitaire. En effet, par ad-
jonction, on a un isomorphisme linéaire

Ends(A ®” K) ~ Homg (K, A 7 K) ~ A @” K.

Définition 3.6. L’algébre enveloppante d’une P-algébre A est A ®” K muni de la structure d’algebre
unitaire induite par celle de End4 (A4 @ K)°P :

UpA=AR" K~ Endy(A®" K)°P.



Remarque 3.7. L’apparition du e°P vient du fait qu’on écrit la composition de fonctions & ’envers.
Explicitement, on a

(psar, ... 1, an) - (V501,001,000 by) :ui‘@pK(ah...,(uj;bl,...,l,...,bm),...,an)

=((pow VYT ay by L by an).

ol pogy v=po(id,...,v,...,id) est la composition partielle de y avec v en i-¢éme argument.

Théoréme 3.8. La catégorie Modp(A) est isomorphe a la catégorie des modules a gauche sur Up A. De
plus, cet isomorphisme préserve les sous-espace vectoriels sous-jacents i.e. le diagramme suivant commute

Modp (A) Ij LMOd(UpA)
\\ //
AQT — =
® ecty UpA®

Démonstration. Le foncteur H se découvre naturellement a la lumiere de I’isomorphisme linéaire
Hom 4 (A ®" K, M) ~ Homg (K, M) ~ M

pour tout A-module M. En effet, 'anneau End 4 (A®FK) agit & droite sur Hom 4 (A®F K, M) par précomposition
et donc Up A agit & gauche sur M. Ainsi, le foncteur Hom 4 (A ®% K, —) induit un foncteur

H : Modp(A) — LMod(UpA)

commutant avec les foncteurs d’oubli.

Dans l'autre sens, si M est un UpA module a gauche, alors la structure de A-module sur Up A induit une
structure de A-module sur M :

pholar, . ...z, ... an) ::;L%JPA(al,...,l,...,an)~;U.

Les deux foncteurs construits sont inverses I'un de l'autre et le fait que H commute avec les foncteurs d’oubli
implique qu’il commute avec les foncteurs libre & isomorphisme pres.

Remarque 3.9. Ce théoreme caractérise I’algébre enveloppante i.e. si R est une algebre associative unitaire
telle qu’il existe une équivalence de catégories K-linéaire Modp(A) — LMod(R) commutant avec les foncteur
d’oubli & isomorphisme pres, alors R ~ Up(A).

Cet isomorphisme permet, griace a la fonctorialité de Up, de transporter les constructions habituels (exten-
sion/restriction des scalaires) de LMod(Up A) dans Modp (A) et cela se laisse écrire explicitement dans Modp (A)
sans grande peine.
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