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Dans tout ce qui suit, K est un corps de caractéristique 0 et les algebres sont des K-algebres associatives,
unitaires.

1 (Co)algebre duale de Koszul

Soit V' un espace vectoriel et R un sous-espace vectoriel de 1'algebre tensorielle T'(V) = @,,5, VE".

Définition 1.1. L’algébre engendrée par V et sujette aux relations R est 'unique algebre A(V, R) munie
d’un morphisme d’algeébres T'(V) — A(V, R) vérifiant la propriété universelle suivante :

0
/—\
RC T(V) A(V,R)
x lﬂ’
0 A

On dit que A(V, R) est quadratique si R C V®2.

Explicitement, 1’algébre A(V, R) est 'algébre quotient T'(V)/(R). Lorsque R C V®2, la graduation de T/(V)
par N est conservée par le passage au quotient et on a A(V, R) = @n>0 A avec
yen

> VE@ReVY '
i+24j=n

A —

Exemples 1.2.
e Ona A(V,0)=T(V)

e Ona A(V,V®?%) = K&V munie du produit trivial (vjve = 0 pour vy, ve € V) d.e. on a A(V,V®?) = D(V),
I’algebre des nombres duaux associée a V.

e Ona A(V,viva—vavy : v1,v9 € V) = S(V), lalgebre symétrique de V', et si V' admet une base (x1,...,x,),
alors S(z1,...,2n) = K[z1,...,2,]. S V est de dimension 1, alors on a S(z) = T'(z) = K[z]

e On a A(V,vjvy 4+ vav; : v1,v3 € V) = A(V), lalgébre extérieure de V. Si V est de dimensions 1, alors
A(z) = D(z) = K[z]/(z?).

Pour rappel, la coalgébre conilpotente colibre associée & un espace vectoriel V' est T¢(V) = @n>0 yen
dont la conuité T°(V) — K est la projection sur les mots de poids 0 et dont le coproduit est le coproduit de
déconcaténation :

n
A(Ul"'vn):Zvl"'vi(@vi—‘rl“'vn

ol Ug = Upyq :=1 € K=V%0,



A partir de maintenant, on supposeras toujours que R C V2,

Définition 1.3. La coalgebre (quadratique) coengendrée par V' et sujette aux corelations R est l'unique
coalgebre C(V, R) munie d’'un morphisme de coalgébres C(V, R) — T°(V) vérifiant la propriété universelle

suivante :
0

— T
OV, R)—>T¢(V) —= V&2 /R

Explicitement, C(V, R) est une sous-coalgebre graduée P, - C™ de T¢(V) avec

o — ﬂ Y& QR® V®i - yen,
i+24j=n

Autrement dit, C(V, R) est la plus grande sous-coalgebre de T¢(V) telle que ses éléments de poids 2 soient ceux

de R.
Exemples 1.4.

e OnaC(V,0) =K@ Vavec A(1)=1®1et A(v) =1®v+v®1 pour tout v € V. Cette coalgebre est
appelée coalgébre des nombres duauz associée a V et est notée D¢(V'). En effet, 'algebre duale linéaire de

De(V) est D(V*) :
D¢(V)*=(KeV) =Ka V"

et pour ¢1,¢2 € V* on a ¢1¢2 = g o (1 ® ¢a) o Alyy = 0 car A(v) n’a pas de composante en V @ V
pour tout v € V.

« OnaC(V,V®2) =T°(V).

e On a C(V,v1va — vauy : v1,v3 € V) =: A°(V) est appelée coalgébre extérieure de V. Explicitement, on a
AC(V)(n) = ( Z (—1)8(0)’1}(,(1) te ’Ua(n) V1, ..., Uy € V)
oeS,

et son algebre duale linéaire est A(V*).

e On a C(V,v1vg + vauy : v1,v3 € V) =: S¢(V) est appelée coalgébre symétrique de V. Explicitement, on a
SC(V)(n) = ( Z V(1) -+ - Vo(n) * V1,---,Un € V)
ceS,
et son algebre duale linéaire est S(V™*).

Définition 1.5. Soit A = A(V, R) une algeébre quadratique. La coalgébre duale de Koszul de A est
A= C(V,R)

et son algebre duale de Koszul est I’algebre duale de cette derniere

A= (AN,

Remarque 1.6. Attention, on prend ici le dual linéaire dans la catégorie des espaces vectoriels gradués i.e.
A= @n}O(A‘(n))*' Le dual linéaire dans la catégorie des espaces vectoriels au sens classique est Hn>O(A‘("))*.

En reprenant les exemples précédents, on a

T(V) =D(V"), D(V)' =T(V"),

et lorsque V est de dimension 1, on a



Proposition 1.7. L’algébre duale de Koszul d’une algébre quadratique de type fini (i.e. V est de dimension

finie) est quadratique :
A(V,R)' = A(V*,R")

olt Rt est le noyau de la composition de morphismes (V*)®2 ~ (V®2)* — R*.

Démonstration. On a A(V*, RY)(™) = (VH)E ) Y isarjmn (V)" @ R @ (V*)®7 et donc
L
(Avs mHM) = [ 3 (v e R e ()
i+24j=n
N (V¥ eRr V"))
i+2+j=n
m (V**)®z ® RLL ® (V**)®j
i+2+j=n
(1 V¥@ReV®
i+2+j=n
=C(V,R)™

R

et par bidualité, A(V*, RH)(™) ~ A(V, R)""™.

@

De maniére générale, I'orthogonal Rt correspond a l'image de (V®2/R)* dans (V*)®? sous le morphisme
transposé & la projection canonique V®2 — V®2/R. Ainsi, en calculant une base de V®2?/R, on peut écrire la

projection comme une matrice M et une base de R+ est alors donnée par 'image de M?.
Exemples 1.8.

« Calculons A(z,y : y? = 22, yz = xy)". En ordonnant les variables par x < y, on a les régles de réécriture
y? — 22 et yx — zy si bien que (2%, xy) est une base (PBW) de V®2/R. La projection V®? — V®2/R

est alors donnée par la matrice

1 0 0 1
M= (0 1 1 0) : K{$27$yvy$792} — K{l‘Q,J;y}
On a alors
1 0
M= {0 ] R ay)  K ety e )
1 0

d'image Rt = K{2*? + y*2, 2*y* + y*2*} et donc

AI — A($*,y* :y*2 _ _x*27y*x* _ _x*y*)

Explicitement, en appliquant les régles de réécritures 3*2 — —z*? et y*z* — —x*y*, on a

A‘(n) — K{x*n’x*nfly*}.

Le produit de A' est donné par

pla, 2y = g uam, 2y

=
M(m*n—ly*7x*m) — (_1)mx*n+m—1y M(x*n—ly*7x*m—ly*) —_ (_1)m *n—+m

ce qui s’écrit sous forme matricielle :

*n *m—1 *) *sn+m—1, *

(1 0 0 (*1) ) K{.’E*n . x*m7x*n . x*m—ly*yx*n—ly* . x*m7x*n—ly* . x*m—ly*} — A'(n) ® A'(m)

0 1 (-1)m 0
—K{ gt prrtmely — Allrtm)
En transposant, on obtient le coproduit de A' :
Alr")= Y a'@a/+(-1)2" yeaily
itj=n

Az y) = Z @y + (-1) 7y @ 2.
i+j=n



« Calculons A(z,y : 2y = 22,5% = 2?)'. Un supplémentaire de R dans V®? est le sous-espace vectoriel
engendré par {yx,y?} si bien que la projection V®? — A®) est donnée par la matrice

0 0 1 0
M:(1 10 1):K{mQ,xy,ya:,yQ}—)K{yx,yz}

et I'image de sa transposée fournit alors la base (y*z*,z*2 + 2*y* 4+ y*2) de R* si bien que

A! _ A(l‘*,y* :y*x* _ O,y*Z _ *SC*y* 717*2)'

2 Koszulité d’une algebre quadratique

Soit A = A(V, R) une algebre quadratique. Une telle algebre est alors automatiquement munie d’une aug-
mentation ¢ : A - A©®) = K. On note alors A = Ker(g) = D51 A,

Définition 2.1. La construction bar de A est la coalgebre différentielle graduée
BA = (B.A,A,d)

ott B,A = A" et, en notant les tenseurs élémentaires dans B, A par [a1] - |an],

n

A(faa] -+ lan]) = Z[al\ ~lai] @ [aiga] - fan]

n—1

d(far] - lan]) = Y (=1 aa| -+ |aiaiza] - - |an]

i=1

On peut vérifier a la main que d? = 0 (associativité de la multiplication dans A) et que d est une codérivation
i.e. Aod = (d®id +id ®d) o A (avec la convention de signe de Koszul). En fait, la coalgebre graduée (Be A, A)
est égale & T¢(sA) ot sA est la suspension de A et la codérivation d est la codérivation naturellement associée
a l'application linéaire

T¢(sA) - sA® sA — A% 5 A
envoyant sa ® sb sur (—1)I%s%(a ® b) puis sur (—1)I%s(ab) (ol ici, |a| = 0).

Remarque 2.2. On peut généraliser cette construction a n’importe quelle algebre différentielle graduée aug-
mentée en modifiant légérement la codérivation pour prendre en compte la dérivation initiale de ’algebre. Dans
notre cas ou ’algebre est concentrée en degré homologique 0, la construction bar coincide avec le complexe de
Hochschild non unitaire.

La construction bar de A est alors a la fois graduée par le degré homologique et par le poids :

BA= (B, A"

w>=0
n>=0
ot w([ar]| -+ lan]) =wl(a1) + - +wlay) et w([]) = 0. On a alors une décomposition de BA par le poids puisque
sa codérivation préserve le poids :
n: 0 1 2 3
(Be A)©) K
(BeA)M - 0<~——-V
2
(B,A)® : 0 L VeV
(BeA)® 0 v Vev)e(vel)«—vaevav
° ' RV +VR R R

On a noté V™ := V®" pour distinguer les produits tensoriels de V provenant de la présentation quadratique de
A des produits tensoriels provenant de la construction bar.



Le complexe diagonal (B, A)(*) s’identifie alors & T°¢(V) dans laquelle se plonge canoniquement A'.

Proposition 2.3. Le plongement A < BA induit un isomorphisme de coalgébres graduées entre A’ et
I’homologie diagonale de BA i.e pour tout n > 0,

Al ~ g ((B.A)(")) .

Démonstration. On a

®2
H, ((BoA)) =Ker (Ve = @ v¥'e V- gve
i+2+j=n R
N VAL )
= () Ker (V®" V¥R — V®J)
i+24j=n
= () V¥®RaV
i+2+j=n
=Al),

<

Remarque 2.4. On peut déplacer 'homologie diagonale en degré 0 en introduisant le degré de syzygy qui vaut
w—n. La codérivation d est alors de degré de syzygy 1 et c’est la cohomologie en degré de syzygy 0 qui s’identifie
a Al

Pour nous, la construction bar a deux utilités principales. La premiere est de fournir la construction bar
augmentée BA ®, A qui est une résolution de K par des A-modules & droite libres. La seconde est d’étre un
bloc de base de la résolution bar-cobar QBA qui est un remplacement cofibrant de A.

Définition 2.5. La construction bar augmentée associée a A est le produit tensoriel BA ® A muni de la
différentielle

dy, : B, A® A B, 1A® A
n—1
[a1] - an]an i1 —= Y (1) Mas| - |aiaiza] - |an]an 41
i=1
+(71)n71[a1| T ‘anfl]ananﬁ»l

et de 'augmentation
€:Zd02A:BoA®A—>K.

Onad=dgs ®ida +7, ou jappellerai 7, la torsion associée au morphisme 7 : BA - B1 A — A envoyant
[a] sur a. Si bien que l'on notera la résolution bar BA @, A.

La torsion associée a un morphisme f : C — A ou C est une coalgebre est I’endomorphisme de C ® A défini
par

Ac®ida ide ® f®ida ide Qua
- s

7= CoA ColCwA CRA®A CoA.

Par associativité de p4 et coassociativité de A4, on a
2
T = Tpao(f@f)oApa-
On note alors fx f:=ps0(f® f) o Apa.

Proposition 2.6. La résolution bar BA®, A est une résolution de K 4.e. d> = 0 et BA®, A est acyclique.
C’est la résolution de Hochschild a droite normalisée.

Démonstration. On a
d? =%® ida +(dpa ®1ida) o Tr + Tr 0 (dpa ®ida) + 72
= Trodga T Trxr

= Trodga+m*m



et il suffit donc de montrer que Todps + wxm=0. Onawxm =modgs = 0 sur ®n;ﬁ2 B, A par définition de
7 et pour [alb] € B2A, on a
m(dpalalb]) = 7([ab]) = ab

et
7 x m([alb]) = pa(r @ 7([a] @ [b]))

=pa(—a®b) =—ab

(le changement de signe provient de la convention de Koszul et du fait que [a] est de degré 1 dans BA). Donc
BA ®, A est bien un complexe de chaine.

Le fait que BA®, A soit acyclique provient du fait qu’on peut construire une homotopie K-linéaire de idp 4, 4
vers 0. En effet, en posant

hp B A A———— > B, 11AQA
[a1] -+ - |an](A + angr) —— (=1)"[a1] - - |an+1],

pour n =0 et h_1(A\) =[]\, on a

(dh + hd)([ar] -+ [anlansr) = (~1)" + (=)™ ] - fanlans

— i T <o)

(dh+ hd)([as] -+ |an]A) = h ((=1)" a1 -+ |an—1]an)

et

<

Remarque 2.7. Le produit de convolution x fait de Hom(BA, A) une algebre pré-Lie différentielle graduée et
la condition w o dga + 7 x 7 traduit le fait que 7w est une solution & ’équation de Maurer-Cartan. De maniére
générale, on appelle un morphisme f : C — A un morphisme tordant si c’est un morphisme de degré —1 qui
est solution de I’équation de Maurer-Cartan et I’ensemble des morphismes tordant est noté Tw(C, A). Cette
appellation provient du fait que la différentielle naturelle de C ® A tordue par f est de carré nul si et seulement
si f est tordant :

(dega +71)? =04 f € Tw(C, A).

Le produit tensoriel tordu C' ®; A n’est pas acyclique en général est on dit que f est koszul lorsque c’est le cas :

C @y A est acyclique < f € Kos(C, A).

On a un morphisme tordant x : A" — V < A (pour que ce morphisme soit bien de degré —1, il faut que V/
soit concentré en degré homologique 1 dans A' si bien que A" = C(sV,s?R)). En effet, on a d4 = 0 et

0=run: R= A P2 oy 4@ —ye2/R

Définition 2.8. On dit que A est une algébre koszul si le complexe de Koszul A' ®, A est acyclique i.e. si
K est un morphisme koszul.



Comme & préserve le poids, le complexe de Koszul de A est gradué par le poids (contrairement & la construction
bar augmentée)

Ao, A=P ( Al@) o A=) g A o A g A=) o A(w) )

w>=0

et la différentielle en degré n est en poids n + m est donnée par

d=r1,: A & Alm) Al(n=1) & A(m+1)

S v v @ Wy W = (1) oy V1 @ vy Wy

Par coliberté de BA, le plongement canonique i : A" < BA est induit par sa coordonnée de degré 1
Al - A
Cette projection coincide alors avec le morphisme tordant x : A" — A.

Proposition 2.9. L’algébre A est koszul si et seulement si le plongement canonique i : A" < BA est un
quasi-isomorphisme 4.e. ’homologie de BA est concentrée au niveau des mots de degré égal a leur poids.

Démonstration. Le morphisme i ® id4 : A' ®,, A — BA ®, A est un morphisme de complexes de chaines :

do(i®ida) (Zv1~~~vn®w1~-~wm) =d (Z[v1\~-|vn]w1~-wm>
:Zg(—l)i1[U1|~-~@wﬁﬁ|m|vn]w1'--wm

+ Z(_l)n_l[vl‘ e |Un71]vnw1 W

et
(i®ida)od (Zvl Uy, @wp e wm) = ®ida) (Z(—l)"*lvl CUp_1 @ VW wm)
= Z(—l)nil[vl| e ‘Un—l]vnwl c Wy
Ainsi, si i est un quasi-isomorphisme, alors ¢ ® id4 en est un aussi et donc le complexe de Koszul de A
est acyclique car la construction bar augmentée 1’est d’apres la proposition précédente. Réciproquement, si le

complexe de Koszul de A est acyclique, alors i ®id 4 est un quasi-isomorphisme et donc i aussi d’apres le lemme
de comparaison :

Lemme 2.10. Sia:C — Aet o : C' — A’ sont des morphismes tordants et si f:C — C' et g: A — A’
sont des morphismes de (co)algebres différentielles graduées, alors il suffit que deux des morphismes f, g et
f®g:CRyA— C'®y A soient des quasi-isomorphismes pour que le troisieme le soit.

Démonstration. Admis (suites spectrales). 24
<

En fait, de maniére plus générale, on a une identification entre les morphisme koszul et les quasi-isomorphismes
Kos(C, A) ~ qlso(C, BA)

qui est une sous-identification entre les morphismes tordants et les morphismes de coalgebres différentielles
graduées
Tw(C, A) ~ Homgy,(C, BA).

On peut faire un raisonnement dual a tout ce que ’on vient de raconter grace a la construction cobar.



Définition 2.11. Soit C une coalgébre (conilpotente) différentielle graduée. La construction cobar de C

est I'algebre différentielle graduée
QC = (QC, p,d)

dont Ialgebre graduée sous-jacente est T'(s~1C) et dont la dérivation est définie par

d([er]---lea]) = 3 (=1t Hetlle | Jdeey| - - fea]
=1
+ 30—yttt g D) e,
=1

On a alors des isomorphismes naturels
Homg,(Q2C, A) >~ Tw(C, A) ~ Homgy(C, BA)

si bien que €2 est adjoint a gauche de B. De plus, par un raisonnement tout a fait similaire, les morphismes koszuls
C — A correspondent a des quasi-isomorphismes 2C' — A. On en conclut donc la proposition suivante :

Proposition 2.12. L’unité 2BA — A est un quasi-isomorphisme appelé résolution bar-cobar de A et A

est Koszul si et seulement si le morphisme .
QA' = A

est un quasi-isomorphisme.

Exemple 2.13. Pour I'algébre symétrique S(V), on a S(V)! = A¢(V) et la différentielle du complexe de Koszul
de S(V) est

d: A(V)™ @ §(v)m) Ac(V)= @ S(V) )

< > (=) gy - UJ(n)) @wy Wy = Y (=) T4y v ) @ Vo (ywr - W

oeS, oceS,

En posant (vi,..., v ) :

= (V1,04 ey 0p) et 0y(k) := 0 (k) sio(k) < ietoy(k):=o(k)—1sio(k)>ipour
tout o € &, telle que o(n) =

ietke{l,...,n—1}, ona

Z (_1)n—1+6(0)vo(1) S Ug(ne1) ® Vg ()Wl * Wy = Z Z (—1)"_1+€(U)Ua(1) Vg (n—1) @ VWL Wy

ceS, i=1 0€S,,
o(n)=t

:Z Z (7 ’I’L 1+€(0') ;l(l)...fl};i(n_l)®in1..‘wm_

i=1 o6&,
o(n)=t
Or, l’application
{c €6, |on) =i} —= 6,1
o———0;

est une bijection de réciproque
i sik=n
o | k— <o(k) sio(k) <i
ok)+1 sio(k)>1

De plus, on a e(0;) = (o) + n — i si bien que

d ((_1)n—1 ( Z (_1)E(U)UJ(1) T Ua(n)) Qwy--- wm) =
ceS,

Z(_l)n—l Z ( )5( )Uz (1) o—(n,]_) ®in1 C W -

=1 ce€S,1



Autrement dit, si on note vy A -+ Aw, = (=1)""1 Y ves, Vo(1) " Vo(n), OB &

~

d(vl/\---/\vn®w1~-~wm):Z(—l)"_ivl/\-~-/\Ui/\--~/\vn®viw1-~-wm.

Ce complexe est alors acyclique puisque 'application

h:  A(V)™ @ S(V)m) s A(V) (D @ (V) (D)

VIA ANV QW1+ Wy >V A AUy N1 @ Wa -+ Wy,

forme une homotopie de idse(v)g, s(vy vers 0. Donc, S(V') est une algebre koszul.

Exemple 2.14. Si l'on reprend l'algébre A = A(x,y : y*> = 22, yz = zy), on avait calculé que sa coalgebre
duale de Koszul en poids n était 4
Al(n) _ K{xn,xn—ly}

et dont le coproduit est alors donné par

A(:L‘n) — Z 2t ® 7 + (_1)jxi—1y ® Qﬁj_ly,

i+j=n

A(z"ty) = Z @ty + (-1) sy @l
i+j=n

la différentielle du complexe de Koszul de A, avec cette présentation, est alors

d: A" g Am) Al(n=1) g gm+1
2" @™ ——— (—1)"7! (2" @ 2™t — 2" 2y @ a™y)
" @am ly ——— (—1)"7! (x”_l Ry — " %y ® xm‘H)
"y @™ s (—1)" 7L (az”_l @My — " 2y ® :1:"”‘1)
"y ly s (—1)"7! (m”fl @zt — 2" 2y ® xmy)
On a alors
@y — 2"y ®@a™ +d(z" T @ 2™ %y) = +d(2"y @ 2™ )

xn ®xm _ xn—l ®mm—1 , :l:d xn+1 ®xm—1 _ :td xn ®mm—2 ,
Ker(d) = Vect < v y) = Vect ( ( ) (=" ) = Im(d).

Le complexe de Koszul de A est donc acyclique et A est une algebre koszul.

Cela implique alors que la construction cobar QA' est un remplacement cofibrant de A que I’on peut expliciter.
Le degré homologique de QA" coincide avec le degré de syzygy :

QA =T(V),

QlAi:® @ V®i®R®V®j ;

n>0 \i+2+j=n

LA =P P Ve (ReVNVeR VY |a P V¥eReV¥eRaVE|,
n>0 \i+3+j=n i+j+k+d=n



Avec notre systéeme de générateurs de A', en notant x1 := x et x5 := y, cela donne

QOAAi = K<£C,y>,

A = PK{[zr, |- |za | loa,] M. A, € {1,2},
n=0

0, Al :GB]K{[:C)\J--~|x2x>\i\-~-|gc>\n],[x)\l|~-~|x:v)\i|---|a:x)\j|---|m)\n] P A € {1,2} ),
n=0

Pour la différentielle, on a

d[z%] = [x]] — [yly], d[zy] = [z|y] — [y|=],
d[2°] = [z|2%] + [y|lzy] — [2*[] + [zyly], d[2y] = [z|lzy] + [y]2®] — [2®[y] + [zyl2],

Comme A est Koszul, la projection canonique K(z,y) — A induit un quasi-isomorphisme d’algebre différentielles
graduées QA' — A i.e. (QA',d) est acyclique et forme donc une résolution de A.

3 Base PBW et koszulité

Dans le dernier exemple de la partie précédente, on a établi la koszulité de A en observant qu’on avait une
bonne base des éléments de poids n dans A et dans A' qui nous permis d’expliciter le noyau et I'image de la
différentielle dans le complexe de Koszul associé. Ce genre de base, formée de mondme terminauz, est a la source
de la koszulité de nombreuses algebres.

On suppose ici que V' admet une base ordonnée
V=K{z,...,2q4}
avec 1 < --- < x4. Cette base ordonnée induit alors une base ordonnée de T'(V') grace a l'ordre « deglex » :

e <L X <T1T < T1T2 < - <TG < X271 < 00 < XoTg < v <TGl < < Tl < 110 < e

Cet ordre sur les mondémes permet alors d’écrire les relations de A sous la forme
k,l
TiTj = g )\i,jxkxl
(k,1)<(3,4)

Le monoéme x;x; est alors appelé mondome dominant de la relation. On peut faire en sorte que, pour toute
relation, ’ensemble des monémes apparaissant a droite de ’égalité ne contienne le monéme dominant d’aucune
autre relation et que les monémes dominant des relations soient distincts.

Ces relations induisent alors des regles de réécriture

k,l
Tix; — E )\ijkxl
(k,1)<(4,5)

si bien qu’a chaque éléments de A peut-étre associé un diagramme de réécriture. Par exemple, pour y3 € A(x,y :
y* —2*,yr — xy), on a

yS
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et pour y® € A(x,y: zy — 2%, y* — 2%), on a

Les nceuds terminaux dans ces diagrammes sont alors constitués de monoémes formant une base de [’algébre
monomiale associée a A.

Définition 3.1. L’algébre monomiale associée & une algébre quadratique de type finie A = A(V, R) est
I’algebre
A= A(V, Raom)

oll Rqom est le sous-espace vectoriel de V®2 engendré par le monémes dominants des éléments de R.

Une base de A est alors donnée par les mondmes de la forme z;, ---z;, avec x; x;,,, ¢ Rgom pour tout
je{l,...,n}. Ce sont exactement les mots dont les diagrammes de réécriture sont triviaux. On notera par la
suite ¢ pour désigner un uplet d’indices (i1, . ..,,) ; on notera L™ Tensemble des uplets d’indices correspondant

aux mots de poids n de la base monomiale de A et L:=[] -, LM,
I Proposition 3.2. L’algebre monomiale A est koszul.

Démonstration. Une base de Al est donnée par les monomes x;, - - x;, tels que z;, w;, ., € Rgom pour tout k.
Notons L' I'ensemble des uplets d’indices correspondant & cette base .e. L' = |_|n>0 L) et

L — {G1, .o yin) sy 24, ., € Raom, V1 <k <nj}.
Le complexe de Koszul de A admet alors pour base
(27 ® x;.) (i,j)eLixL
et la différentielle dans cette base est
d(a; @ w5) = (=1)" @y, o w,, © @, 75
Si @i, xj, € Raom, alors d(z; @ 25) =0 et on a
r7 ® x5 = d(z72j, @ Tjy -+ Tj,, ).

Sinon, d(z; ® :vjf) est un élément de la base du complexe de Koszul. En observant de plus que la différentielle
est injective sur les éléments de le base qui ne sont pas envoyés vers 0, on a

Ker(d) = Vect(2; ® 25 : 23,2, € Rdom) = Im(d)

et Al b A est acyclique.

L’algebre monomiale A et lalgebre tensorielle T'(V') sont graduées en droites par 'ordre monomiale :
T(V) = PK{z;}, A=PK{a;}
iel i€l

oul = |_|7120 I™ et 1™ = {1,...,d}". Néanmoins, ce n’est pas forcément le cas pour A puisque R n’est pas
forcément homogene pour cette graduation. Néanmoins, la graduation monomiale de 7'(V') induit une filtration
sur T'(V') = si on pose F;(T'(V)) := Ppjc; K{z5}, on a

Fey(T(V)) C Fg)(T(V)) C - C F¢)(T(V)) C Feao(T(V)) C -+
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Fs(T(V)) - F,

G(T(V)) C Fg 5(T(V))

i+j
ol i + j est la concaténation de i et j. Cette filtration de T'(V) induit alors une filtration de A en définissant
F_-(A) comme la projection de F¢;(T'(V)) dans A.

Pour comparer I'algebre graduée Aa lalgebre filtrée A, on introduit I'algebre graduée associée a A :

F_-(A
grA = @ F@‘EA; = @gr;A
ier '

< icl

ou F'_;(A) est le filtre précédant F_;(A). Le choix d’une base adaptée a la filtration de A induit un isomorphisme
linéaire gr A ~ A mais un tel isomorphisme ne respecte pas les structures d’algebres.

Ici, on a une base canonique de gr A puisque z; engendre F;(A)/F_;(A). Attention, certains de ces mo-
noémes sont nuls dans gr A : ce sont ceux qui peuvent se réécrire comme somme de mondmes strictement plus
petits.

Remarque 3.3. Attention, un monoéme pouvant se réécrire avec des monoémes plus petits peut étre terminal
pour les régles de réécriture. Par exemple, dans A(z,y : xy — 22, y? —22), on a vu que yz? est terminal mais peut
se réécrire comme x2. C'est justement la différence entre monémes rééerivables en plus petits mots et monomes
terminaux qui forme 'obstruction a la propriété PBW.

Ainsi, si a; 47 € A s’écrit avec des monémes strictement plus petit :
5= D NE
k<itj

alors le produit z; - T7 donne z; s dans A tandis qu’il est nul dans gr A. Alors que 'isomorphisme gr A ~ A
envoie T,g_i_; € A vers GBE )\ESL'E S ®EgrEA cgr A.

Proposition 3.4. Le morphisme V — gr A, envoyant x; sur x; € () A induit par propriété universelle

un morphisme d’algebres graduées surjectif se factorisant par A :

(V)

i

W fci: A(MRdom) *»gI‘A

Ce morphisme est un isomorphisme si et seulement si les monémes terminaux dans les graphes de réécritures
ne peuvent s’écrire avec des monomes strictement plus petits.

Démonstration. L'élément x; est envoyé vers un générateur de gr; A, donc le morphisme ¢ : T(V) — gr A est
surjectif. De plus, pour toute relation
k,l
TiTj — Z )\iijkosl,

(k,1)<(3,4)
on a P 4
<(,9)
p(zix;) =i € gr; o5 A= —"7—.
(wiz;) i € 8. FogyA

Or, dans A, on a ;25 = Z(k,z)<(i,j) Aﬁjkal € F(; ;)A. Donc, ¢(z;7;) = 0 et ¢ est nul sur Rqom. Le morphisme
@ : T(V) — gr A étant surjectif et respectant la graduation monomiale, le morphisme induit

w:ﬁ%grA

est surjectif et respecte la graduation monomiale.
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Explicitement, on a
w: @K{mg} — @K{mg}
i€L €K
ol K est 'ensemble des indices correspondant a des mondmes x; tels que x; ¢ F_;A i.e. x7 ne peut se réécrire

comme somme de mondémes strictement plus petits. On a alors K C L et w est un isomorphisme si et seulement
si K=L.

Exemple 3.5. On a observé que dans A(x,y : 2y — 22, y? — 2?), le diagramme de réécriture de y3 était

y3

SN

Ainsi, les éléments 23 et yz? sont des éléments distincts de la base monomiale de A mais w(yz?) = 0 car

2% < yx?. Les régles de réécriture étant homogenes vis-a-vis du poids et x2 étant le plus petit monéme de poids
3, il ne peut pas se réécrire avec des mondmes plus petits et w(z?) # 0.

Quand le diagramme de réécriture d’un mondéme amene a un unique nceud terminal, on dit que le diagramme
est confluent. On a observé dans I’exemple précédent que la non-confluence d’un diagramme de réécriture forme
une obstruction a l'injectivité de w. C’est en fait la seule.

Proposition 3.6. Si les diagrammes de réécriture de tous les mondémes de T(V') sont confluents, alors

w:A— gr A est un isomorphisme. On appelle la base monomiale induite sur A une base de Poincaré-
Birkhoff-Witt de A et on dit que A est une algebre PBW.

Démonstration. Supposons que w ne soit pas un isomorphisme et montrons qu’il existe un monéme avec un
diagramme de réécriture non confluent. Si w n’est pas un isomorphisme, il existe un monéme z; avec i € L \ K
i.e. on ne peut pas appliquer de regle de réécriture a des sous-mots de x; mais on a

7<i

dans A. Cette égalité dans A provient nécessairement d’'une suite de zig-zag de réécriture dans T'(V) :

La premicre fleche est nécessairement un zig (+—) car i € L et on peut supposer que la derniére fleche est un zag
(—) quitte & réécrire v avec des mots plus petits. Il y a donc nécessairement au moins un zig-zag (+— e —)
dans ce diagramme.

S’il n’y a qu'un zig-zag ¢ <— o —> e dans le diagramme, alors « est nécessairement un mondéme et son
diagramme de réécriture n’est pas confluent car z; # ~.

S’il y a plusieurs zig-zag et que le premier d’entre eux est a_1 < — o alors « a_q et o' ; sont tous
1» ’ 1
trois des mondmes et on peut réécrire o 1 jusqu’é obtenir un mondme terminal Tyt

Zy a_1q 8] a_q o ——7y
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Si wz = v, alors le diagramme de réécriture de «, qui est bien un mondme, n’est pas confluent car x; # 7
dans ce cas. Enfin, si 23 # v, alors on peut recommencer le raisonnement en remplacant x; par zz puisque le
diagramme

xz%~-~<—a/71 o ——>y

admet un zig-zag de moins que ’'original. &

On observe que w est un isomorphisme en degré 0, 1 et 2. C’est en degré 3 que certain mondéme peuvent
admettre un diagramme de réécriture non confluent et c’est essentiellement la seule obstruction au fait que w
soit un isomorphisme.

Proposition 3.7 (Lemme du losange). Si w : A gr A est un isomorphisme en poids 3, alors c’est un
isomorphisme en tous poids.

Démonstration. Admis (suites spectrales). <

Théoréme 3.8. Soit A = A(V, R), une algébre quadratique de type fini telle que V' soit muni d’une base
ordonnée. Si tous les mondmes de degré 3 dans T'(V') ont un diagramme de réécriture confluent, alors A
est PBW et toute algebre PBW est koszul.

Démonstration. La confluence pour les monoéme de degré 3 implique que w est un isomorphisme en poids 3
d’apres ce que 'on a démontré en proposition 3.6 et cela implique que w est un isomorphisme en tous poids
d’apres le lemme du losange. Donc gr A est koszul car A lest et A est PBW. Un argument de suite spectrale
(encore) permet de démontrer que la koszulité de gr A implique celle de A.

Exemple 3.9. Pour I'algebre symétrique K[z1,...,z,], les relations sont z;x; = x;x; pour i < j. Les seules
mondmes de degré 3 critiques, i.e. sur lesquels on peut appliquer des regles de réécriture sur deux sous-mots
différents, sont alors ceux de la forme zpz;z; avec ¢ < j < k. Or le diagramme de réécriture d’'un tel mot est
confluent

TETjTq

N

TjTRTg TETiTj

| |

TjTiTE LT

~ 7

TiTjTf

et on conclut que K[z, ..., z,] est une algebre PBW et donc est une algébre koszul.

Exemple 3.10. Si on reprend l'algébre A = A(z,y : y? — 2%, yx — 2y), les mondmes critiques de degré 3 sont
y?x et y3. Or, leurs diagrammes de réécriture sont tous deux confluents et donc A est PBW et koszul :

y2x y3
\
yry ya?
| |
xy? TYT
/ /
.’L’2y $3
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