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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Algèbre associative : un K-espace vectoriel A
+ une opération µ ∈ HomK(A

⊗2, A)
+ µ ◦ (µ, id) = µ ◦ (id, µ) ∈ HomK(A

⊗3, A).

Algèbre commutative : une algèbre associative A
+ µ · (1 2) = µ ∈ HomK(A

⊗2, A).

Algèbre de Lie : un K-espace vectoriel g
+ une opération α ∈ HomK(g

⊗2, g)
+ α · (1 2) = −α
+ (α ◦ (α, id)) · (id3+(1 2 3) + (1 3 2)) = 0 ∈ HomK(g

⊗3, g).

Algèbre de Poisson (à gauche) : une algèbre commutative A
+ un crochet de Lie α
+ α ◦ (id, µ) = µ ◦ (α, id) + (µ ◦ (id, α)) · (1 2)
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

� Dé�nition �

Une algèbre est un K-espace vectoriel A muni d'éléments des

Sn-modules EndA(n) := HomK(A
⊗n, A) véri�ant un certain

nombre de relations.

� Une relation � : combinaison K[Sn]-linéaire de compositions

d'opérations.

EndA(n)⊗ EndA(i1)⊗ · · · ⊗ EndA(in) // EndA(i1 + · · ·+ in)

(µ, ν1, . . . , νn)
� // µ ◦ (ν1 ⊗ · · · ⊗ νn)
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Dé�nition

Une opérade P est une suite de K[Sn]-modules P(n) munie de

lois de composition

P(n)⊗ P(i1)⊗ · · · ⊗ P(in) → P(i1 + · · ·+ in)

sujettes à des axiomes d'associativité et de symétrie telles qu'il

existe un élément id ∈ P(1) neutre pour ces lois.

Dé�nition

Une P-algèbre est un K-espace vectoriel A muni d'un morphisme

d'opérades

φA : P → EndA
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Exemples :

Com = (0,K,K,K, . . . )

Ass = (0,K,K[S2],K[S3], . . . )

Lie = (0,K, sgn2, ???)

Proposition

Le foncteur d'oubli

Opérades → Mod(S) :=
∏
n⩾0

Mod(Sn)

admet un adjoint à gauche T .

Exemples :

Une algèbre sur l'opérade T
(

· (1 2) =
)

est un

espace vectoriel muni d'une opération symétrique.
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

On peut forcer des relations sur une opérade grâce à la notion

d'idéal d'une opérade : si I est un idéal de P, alors on a la

propriété universelle attendue

Hom(P/I,Q) ≃ {φ ∈ Hom(P,Q), φ(I) = 0}

Dé�nition

Une opérade quadratique binaire est une opérade admettant une

présentation

T (E2)
(R3)

∼ // P

où E2 est un S-module concentré en arité 2 et R3 ⊂ T (E2)(3).
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Exemples :

Ass =

T
( )

(
−

)

Lie :=
T
(

· (1 2) = −
)

(
· (id3+(1 2 3) + (1 3 2))

)
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2 Qu'est ce qu'un module ?

9 / 19



Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Module sur une algèbre commutative A : espace vectoriel M
+ un morphisme d'action A⊗M → M
+ un axiome d'associativité mixte ∈ Hom(A⊗A⊗M,M).

Bimodule sur une algèbre associative A : espace vectoriel M
+ deux morphismes d'actions A⊗M → M et M ⊗A → M
+ trois axiomes d'associativité mixte :

[(a, b, x) 7→ ab · x− a · (b · x)] ∈ Hom(A⊗A⊗M,M)

[(a, x, b) 7→ (a · x) · b− a · (x · b)] ∈ Hom(A⊗M ⊗A,M)

[(x, a, b) 7→ (x · a) · b− x · ab] ∈ Hom(M ⊗A⊗A,M)

Module sur une algèbre de Lie g : espace vectoriel M
+ un morphisme d'action g⊗M → M
+ [g, h] · x = g · (h · x)− h · (g · x).
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

� Dé�nition �

Un module sur une algèbre A est un espace vectoriel muni

d'actions A⊗(i−1) ⊗M ⊗A⊗(n−i) → M correspondant aux

opérations de A et véri�ant les relations induites par les relations

que véri�ent les opérations de A.

Notons alors

EndAM,ε(n) :=

n⊕
i=1

Hom
(
A⊗(i−1) ⊗M ⊗A⊗(n−i),M

)
de telle sorte que EndAM,ε soit un S-module.
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Dé�nition

Une structure de A-module sur M est la donnée d'un morphisme

de S-modules

P // EndAM,ε

µ ∈ P(n) � // (µi
M )1⩽i⩽n

tel que id1M = idM et

(µ ◦ (ν1, . . . , νn))iM = µj
M ◦ (ν1A ⊗ · · · ⊗ νkjM ⊗ · · · νnA)

Cela se traduit par un morphisme d'opérades P → EndA ⋉ EndAM,ε

dont la première composante est le morphisme structurel de A.
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Théorème (Goerss-Hopkins, 2000)

Pour toute P-algèbre A, il existe une unique algèbre associative

unitaire UP(A) appelée algèbre enveloppante telle que l'on a un

isomorphisme de catégories

H : ModP(A) → LMod(UP(A))

tel que H(M) = M comme espaces vectoriels.

Exemples :

UCom(A) = A+

UAss(A) = A+ ⊗Aop
+

ULie(g) =
T (g)

([g, h] = g ⊗ h− h⊗ g)
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

L'algèbre enveloppante UP(A) est une construction fonctorielle...

en A : f : B → A induit UPf : UP(B) → UP(A).
Conséquence : restriction et extension des scalaires

ModP(A) ↔ ModP(B)

en P : φ : Q → P induit UA
φ : UQ(φ

∗A) → UP(A) pour toute
P-algèbre A.
Conséquence : restriction et extension opéradique des scalaires

ModP(A) ↔ ModQ(φ
∗A)

Exemple : le morphisme Ass → Com induit le morphisme de

multiplication

µA+ : A+ ⊗Aop
+ → A+

pour toute algèbre commutative A.
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

L'objectif du stage

Généraliser la présentation de l'enveloppante d'une algèbre de Lie à

toute algèbre sur une opérade binaire quadratique.

Proposition

Pour toute algèbre A sur une opérade quadratique binaire

P = T (E2)/(R3), on a

UP(A) ≃
T (E2 ⊗A)

(∂R3)
.
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Ingrédients de démonstration

On note βa := β ⊗ a ∈ E2 ⊗A.

On a UT (E2)(p
∗A) ≃ T (E2 ⊗A) en faisant l'identi�cation

βa · x = β2
M (a, x)

On pose pour tout µ ∈ T (E2)(n) :

∂iµ(a1, . . . , âi, . . . , an) := µi
T (E2⊗A)(a1, . . . , 1T , . . . , an)

Le morphisme UA
p : T (E2 ⊗A) → UP(A) est surjectif et son

noyau est engendré par les ∂ir(a, b) pour r ∈ R3.
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Calcul di�érentiel opéradique

µ ∈ T (E2)(3)

Décomposer µ en opérations binaires : µ = λ

λ

213

Pour calculer ∂iµ(a, b), on place 1T en l'entrée i et a et b dans
les entrées restantes (de la plus petite à la plus grande) :

∂1µ(a, b) = λ

λ

a1Tb

λ

a ∈ Ax ∈ T

−→
ρa · x

(avec ρ := λ · (1 2)),
λ

x ∈ Ta ∈ A

−→
λa · x

17 / 19



Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Exemples :

Si α est une opération anti-symétrique et que l'on note J la

relation de Jacobi associée, on a

∂1J(a, b) = ∂2J(b, a) = ∂3J(a, b)

= α[a,b] − αaαb + αbαa

Si λ est une opération binaire sans symétrie et que l'on note

As la relation d'associativité associée, on a

∂1As(a, b) = ρbρa − ρab

∂2As(a, b) = ρbλa − λaρb

∂3As(a, b) = λab − λaλb

si bien que

UAss(A) =
T (Aλ ⊕Aρ) ρbρa − ρab,

ρbλa − λaρb,

λab − λaλb


≃ A+ ⊗Aop

+
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Qu'est ce qu'une algèbre ? Qu'est ce qu'un module ?

Merci pour votre attention !
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