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Résumé

Ce mémoire fait office d’introduction au langage des opérades, notamment dans le cadre algébrique ou ’on
peut développer une notion de module sur une algebre et de cohomologie : la cohomologie d’André-Quillen.
Cette cohomologie généralise simultanément la cohomologie de Hochschild pour les algebres associatives,
la cohomologie de Harrison pour les algebres commutatives et la cohomologie de Chevalley-Eilenberg pour
les algebres de Lie. Il s’aveére que pour toute algeébre A sur une opérade P donnée, il existe une algebre
associative Up(A) appelée algébre enveloppante telle que les modules opéradiques sur A se réalisent comme
les modules a gauche sur Up(A). De plus, cette algébre permet de réaliser la cohomologie d’André-Quillen
comme un foncteur Ext dans certains cas (¢f. [Milll] pour une étude détaillée de ces cas). Ainsi, on propose
dans ce mémoire d’étudier I’algebre enveloppante d’une algebre sur une opérade en donnant une présentation
de celle-ci & partir de la donnée seule d’une présentation quadratique binaire de 'opérade.
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1 Généralités sur les opérades

1.1 Définitions et premiers exemples

La notion d’opérade peut étre définie tres généralement pour toute catégorie monoidale symétrique. Néan-
moins, on se concentrera ici sur les opérades algébriques qui sont les opérades sur la catégorie monoidale des
modules sur un anneau commutatif munie du produit tensoriel.

Soit K un anneau commutatif unitaire. Pour tout entier n > 0, on note &,, le groupe symétrique de 1’ensemble
{1,...,n} et K[&,] la K-algébre sur ce groupe. On notera Mod(K) la catégorie des K-modules et Mod(&,,) la
catégorie des K[S,,]-modules & droites.

Définition 1.1.1. Un G-module (4 droite) est un objet de la catégorie

Mod(&) = [ ] Mod(&,,).

n=0

Ainsi, un &-module est une suite de K-modules M = (M (0), M (1), M(2),...) ot M(n) est un &,,-module a
droite et un morphisme de G-modules f : M — N est alors une suite (f, : M(n) = N(n)),>o0 ou f, est un
morphisme de &,,-modules & droites.

Exemple 1.1.2. Un &-module important pour la suite est Bin := (0,0, K[&2],0,...).

Pour donner la définition combinatoire d’une opérade, rappelons que pour toute liste d’indices (i1, .. .%y,), on
a un morphisme injectif de groupes

Gy X X Gy By oy,
(01,...;0p)F——>0o1U---Uoy,
ou oyl U, agit comme o7 sur les 4; premiers indices, comme o9 sur les i suivant, etc. Avec une formule, cela
donne (o1U---Uop)(i1+- - +ik—1+J) = i1+ -+ig—1+0k(j) pour tout k € {1,...,n}tetje {1,... i}
On a aussi un morphisme injectif
&> Giypt,
O b—=>0(iy,...in)

oll 0(;, ...,y agit sur Uensemble {1,...,i; + - +1i,} en permutant les n listes d’indices successives de la forme
(fp 4 Fipor + 1, i+ i +ig).

Définition 1.1.3. Une opérade est un G-module P muni d’applications K-linéaires
Vityeonsin + P(0) @P(i1) © -+ @ Plin) —=Plix + -+ +in)
p®a® @ ap ——=po(ay,...,an)

pour toute liste d’indices (i1,...,4,) appelées compositions vérifiant les trois axiomes suivant.
1. Unité : il existe un élément de P(1) noté id tel que pour tout entier n > 0 et pour tout u € P(n) :

idop = p
po (id,...,id) =pu

2. Associativité : pour toute liste de listes d’indices ((j%, o ,jill)7 (52 ... 7‘7‘1-22), RN J{;)), on a
pour tout u € P(n), ax, € P(ix) et BF, € P(jF) :

([LO(OQ,...,O&,J)O(ﬂll,...76217,_.76?,...,ﬂzl) :,uO(061O(ﬁ%7...,ﬁi11),...,0én0(ﬁ?,...,ﬁinn))

3. Symétrie : pour toute liste d’indices (i1, ...,%,), on a pour tout u € P(n), a € P(ig), 0 € &, et
oL € sz :

(p-o)o(ar-01,...,0p - 0p) = (HO (arl(m .- -,Oérl(n))) ’ (U(il,...,i") (o1 U Uoy))

Un morphisme d’opérades f : P — Q est un morphisme de G-modules préservant la composition et identité,

ire. f(1o (ar,. . an) = J(1) 0 (Fan)s.... flan)) et f(id) = id.




La définition précédente peut paraitre lourde mais est assez naturelle. Il faut penser un élément p € P(n)
comme une opération a n entrées et une sortie si bien que 'on appelle 'entier n I'arité de pu. L’action de G,, sur
une telle opération s’identifie alors a la permutation de ses entrées et la composition 7y s’identifie a la composition
de ces opérations.

Il est possible de donner une définition plus concise mais plus conceptuelle d’opérade (c¢f. [LV12] 5.2.1) en
identifiant les G-modules a leur foncteur de Schur qui est un endofoncteur de Mod(K) et une opérade a une
structure de monade sur un tel endofoncteur. La difficulté est alors de montrer que la catégorie des foncteurs
de Schur est stable par composition cf. [LV12] 5.1.14.

Exemples 1.1.4.

— L’opérade triviale I = Vect est le G-module (0,K,0,0,...), munis des compositions ~;, . .;, qui sont nulles
sin>1lousin=1ceti # 1 etestinduite par la multiplication de K si i; = n = 1. L’unité de K est
alors 'unité de cette opérade.

— L’opérade Com est le G-module (0, K, K,...), ot on fait agir &, trivialement sur K, muni des compositions
induites par la multiplication de K. L’unité est alors 'unité de K.

— L’opérade uCom est obtenue en remplagant 0 par K en arité 0 dans Com.
— L’opérade Ass est définie par Ass(n) = K[S,,] (représentation réguliere) pour tout n > 1 et Ass(0) = 0.
Ses compositions sont définies par

00 (01, 00) =0y, i) - (O1 U Uoy)

pour tout o € &, et 0}, € G;,. L’'unité est encore 'unité de K.
— On obtient u.Ass en remplagant 0 par K en arité 0 dans Ass.

— Pour tout K-module A, on définit le &-module End 4 par Enda(n) := Homg (A®™, A) muni de Paction a
droite de &,, induite par l’action & gauche naturelle sur A®™. Explicitement, on a

(/’[’ . U)(a]_ ® P ® an) — /’[’(aﬂ'fl(l) ® - ® ao'*l(n))'
On munit End 4 des compositions données par la composition de morphismes dans Mod(K) :

po(ag,...,an) =po(a; @+ ay).

1.2 Opérade libre

Si l’on note Opé la catégorie des opérades, on peut considérer le foncteur d’oubli Opé — Mod(&) envoyant
une opérade sur son &-module sous-jacent. Ce foncteur admet un adjoint a gauche

T : Mod(6&) — Opé.
On peut décrire explicitement ce foncteur de maniére combinatoire.
Définition 1.2.1. Un arbre enraciné est un graphe (S, A) connexe et acyclique dont on spécifie 'un des

neeuds r € S appelé racine de l'arbre.

Un sommet s € S\ {r} est une feuille de l'arbre si c’est un sommet de degré égal & 1. Un sommet qui
n’est pas une feuille est un neud intérieur. On fait ’hypothese supplémentaire que les nceuds intérieurs d’un
arbre enraciné sont de degré au moins 3.

Un morphisme f : (S, A,r) — (S’, A’,r’) entre deux arbres enracinés est une application f : .S — S’ tel
que f(r) =" et si {s1,s2} € A, alors {f(s1), f(s2)} € A’. On note RT(n) un squelette de la catégorie des
arbres enracinés a n feuilles.

En théorie des opérades, un arbre se dessine comme ceci :

W

Les sommets intérieurs sont distinguées graphiquement des feuilles (on les pense comme des entrée) et on rajoute
un coté fictif en dessous de la racine (on la pense comme l'opération finale donnant une sortie).



Exemples 1.2.2.

— On a RT(0) =0, RT(1) = §, RT(2) = { \( } RT(3) = Y : V et

-ty Y

Remarquez que larbre dessiné précédemment est bien isomorphe au deuxiéme arbre dans RT(3), I'iso-
morphisme n’étant pas nécessairement planaire.
— L’unique arbre de RT(n) n’ayant qu’un seul nceud interne

est appelé corolle a n feuilles.

Soit M un G-module tel que M (0) = M (1) = 0. Pour tout ¢ = (S, A,r) € RT(n) et pour tout nceud intérieur
s, on note in(s) Pensemble des nceud entrant de s. Si in(s) est de cardinal 4, on pose le module coinvariant

M@s):=| @ MG

fir—in(s) S,

ol la somme est indexée par les bijections partant de ensemble i := {1,...,4} est ou 'action & droite de &;
est donnée par (f;u) -0 = (fo;p- o). Ici, on voit le nceud s comme la corolle formée par ses arrétes adjacentes
et on écrit un élément de M(s) comme cette corolle dont on a étiqueté le nceud par un élément de M et les
feuilles par les entrées de s dans un certain ordre de telle sorte que I’action de &; sur M et sur les feuilles soient
compatibles :

fomt(1)  foml(2) fot(i)

Maintenant, on va étiqueter ’arbre ¢ tout entier. Pour cela, on note Int(¢) ensemble des noeuds intérieurs de
t et on définit

s€Int(t)

Ce produit tensoriel n’est pas bien défini en 1’état puisqu’il faut préciser dans quel ordre on parcourt Int(t).
On peut remédier a cela de deux fagons équivalentes : on peut choisir un ordre total <; sur Int(¢) pour chaque
t € RT(n) une bonne fois pour toute i.e. si ¢ admet m sommets intérieurs

M(t) = M(f(1)) ©--- @ M(fi(m))

ou f; : m — (Int(t), <) est 'unique bijection croissante possible ; ou alors, on peut faire la méme chose avec tous
les ordres totaux sur Int(t) (donc, ne faire aucun choix) et rendre le produit tensoriel commutatif i.e. :

M(t) = D Mra)e---©M(f(m)

f:m—Int(t) S

ot 'action de &,, est donnée par (f;p1 @ -+ @ pm) - 0 = (f0; fo1) @+ @ flo(m))-



\/

Exemple 1.2.3. Si on prend t = \ ,ona M(t) ~ M(s) ® M(r). De plus, en choisissant un ordre

total sur {a, B} et sur {s,~}, on obtient des isomorphismes M (s), M (r) ~ M(2). Ainsi, M (t) ~ M(2)®2.
Définition 1.2.4. Soit X un ensemble de cardinal n. Un arbre étiqueté par X est un couple (¢, ) ou ¢ est

un arbre enraciné & n feuilles et ¢ : F(t) — X est une bijection partant de ’ensemble des feuilles de ¢.

Un morphisme f : (t,¢) = (¢',1) d’arbre étiquetés est un morphisme d’arbres enracinés f : t — ¢’ tel que
o f = ¢. On note RT(n) un squelette de la catégorie des arbre étiquetés par {1,...,n} tel que pour tout
(t, @), (1) € RT(n), on a (t ~t' =t = /).

Exemple 1.2.5. On a RT(3 \‘/ \g/ \g/ \g/

Finalement, pour tout n # 1, on pose

TMn)= & M(@).

(t,¢)ERT(n)

Proposition 1.2.6. Pour tout entier n > 2, on a

n!
TM(n) ~ @ | (|Aut(t)|M(t)) .

teRT(n

Démonstration. Fixons nous un squelette RT(n). Pour tout ¢t € RT(n), on se fixe un étiquetage ¢; : F(t) — n.
Pour tout (¢,0) € RT(n) x &,,, on note t, := (t,0p;). Soit (t,1) un arbre étiqueté. Il existe alors t € RT(n) et
un isomorphisme d’arbres enracinés f : t' — t. Cet isomorphisme induit alors une bijection f : F(t') — F(t) et
un isomorphisme f : (t,¢) — (¢, f~1) = byprp-ts Ainsi, tout arbre enraciné est isomorphe a un t,.

Maintenant, notons que la conjugaison par ¢; est un morphisme injectif de groupes

Int Aut(t) — S,

fo— efert

Pt -

et on a t, =~ t, si et seulement si 0 = o’ € &,/ Im(Int,, ) :

ly =ty < 3f € Aut(t), ooy =o' f
< 3f € Aut(t), o =o' Inty, (f)

Ainsi, si on considére une section i : &,/ Im(Int,,) — &,, de la projection canonique, alors I’ensemble

{tiy) : (&%) € RT(n) x (&,/Im(Inty, )}

est un squelette de la catégorie des arbres étiquetés vérifiant (¢t ~ t' = ¢ = t') que l'on note alors RT(n). On
obtient alors la formule énoncée car, pour tout ¢ € RT(n), le nombre d’arbres étiquetés ayant comme arbre

enraciné sous-jacent t est
n!

6,/ Im(Inty, )| = m



Le module TM(n) est un &,, module & droite en posant pour tout o € &,

(t,osu) - 0= (t, ;1)

olt (t,v) est le représentant de (¢,0~1¢) dans RT(n) et ot i’ est obtenu en appliquant les permutations formant
I'isomorphisme (t,071p) — (¢,%) en chacun des nceuds de ¢ correspondant.

En posant en plus T M (1) := K, on obtient un &-module 7M. Mieux, 7 M a une structure naturelle d’opérade
en définissant (¢, ;) o (ai,...,a,) =: ¢’ comme arbre (& feuilles et noeuds étiquetés) obtenu en greffant
ar = (t, pr; px) & la feuille p~1(k) pour tout k (et en ne greffant rien du tout si ar, € TM(1)).

Les feuilles de ' sont alors naturellement étiquetées de la maniére suivante. A toute feuille F € F(t;) on
associe le couple d’entiers (k, ¢k (F)) (et (k,1) si ar € TM(1)). On range ces couples d’entiers par l'ordre
lexicographique sur N x N ce qui permet d’ordonner totalement les feuilles de 'arbre greffé. Il existe alors une
unique bijection croissante F'(t') — i1 + - - - + 4, ol iy est le cardinal de F'(t) (égal a 1 si ay € TM(1)).

Proposition 1.2.7. Pour tout &-module M tel que M (0) = M (1) = 0, Popérade TM est 'opérade libre
sur M i.e. il existe un morphisme M — T M tel que tout morphisme M — P & valeur dans une opérade
s’y factorise de maniére unique :

M—Ysp
7
™

Démonstration. On pose iy : M — T M le morphisme envoyant un élément p € M(n) sur (c,, ;) € TM(n)
ol ¢, est la corolle a n feuilles et (¢, ) est I'unique corolle étiquetée dans RT(n). Pour tout ¢ € &, on a
iv(p-0)=(cn,p;p-0) = (cn, ;) -0 =ip(p) - 0 et donc ips est bien un morphisme de G-modules.

De plus, comme tout arbre s’obtient en greffant des corolles les unes sur les autres, tout élément de 7 M
se décompose de maniére unique comme somme de compositions d’éléments de ip;(M). Ainsi, un morphisme
M — P s’étend naturellement et de maniere unique a 7 M * 3

Exemple 1.2.8.

— Si on reprend le squelette RT(3) précédent, il n’y a que 3 arbre étiquetés ne possédant que des corolles a
2 feuilles. Ces trois arbre étiquetés ont comme arbre sous-jacent I'arbre ¢ de 'exemple 1.2.3. Ainsi, on a
Bin(t) = K[&2]®? et T Bin(3) = 3 (K[&2]%?).

— De méme, il y a 15 arbres formés de corolles & deux feuilles dans RT(4) possédant tous 3 noeuds intérieurs.
Ainsi, T Bin(4) = 15 (K[S2]®?).

— On définit Mag := T (Bin).

— L’opérade triviale est libre : Vect = T(0).

1.3 Présentation d’une opérade par générateurs et relations
L’opérade libre nous permet de formaliser la notion de générateurs d’une opérade.

Définition 1.3.1. Une opérade P est engendrée par un G-module M s’il existe un épimorphisme d’opérades
T(M)—=P.
Une opérade binaire est une opérade engendrée par un G-module de la forme (0,0, E,0,0,...).
Une opérade de type fini est une opérade engendrée par un G-module M de la forme
M = (FEy,Eq,...,EN,0,0,...)

ou F, est un &,-module de type fini pour tout n < N. On dit qu’un tel module M est un G-module fing
et les générateurs des F; sont alors aussi appelés des générateurs de P.




Exemples 1.3.2.

— L’opérade triviale est engendrée par 0 et admet donc () comme ensemble de générateurs.

— Toute opérade engendrée par Bin est binaire de type fini.

— L’opérade Com est engendrée par Bin grace au morphisme de &-module Bin — Com envoyant o € G, sur
1 € K= Com(2) car pour tout n > 1, on a 1" =1 € K = Com(n).

— L’opérade Ass est aussi engendrée par Bin grace au morphisme Bin — Ass valant I'identité en arité 2 car
K[&,,] est engendré par id,, € &,, qui s’écrit comme la composition d’éléments de K[G2] et K[S;] :

id,, = ids o(id,id,_1) = ids o(id, idz o(id, - - - )).

Définition 1.3.3. Un sous-G-module Z d’une opérade P est un idéal si pour tout p, a1, ...,a, € P, on a
wo (aq,...,a,) € Z dés que p ou 'un des «; appartient a 7.
Exemple 1.3.4. Le noyau d’un morphisme d’opérades f : P — Q (qui est bien le sous-&-module de P formé
par les noyaux des composantes de f) est un idéal de P.

Proposition 1.3.5. Si Z est un idéal d’une opérade P, alors le &-module quotient P/Z obtient naturelle-
ment une structure d’opérade vérifiant la propriété universelle attendue : pour tout morphisme d’opérades
v : P — Q tel que p(Z) = 0, il existe un unique morphisme d’opérade @ : P/Z — Q faisant commuter la
diagramme suivant :

P—">0Q

P/T

Démonstration. L’application suivante est bien définie :

P(n)  P(i1) P(in) Plir+ - +in)
X X e X . . .
Z(n)  Z(i1) Z(in) Z(ig+ - +in)
(ﬂaaih 7@)}%/10 (ala aan>
En effet, pour tout x,x1,...,x, € Z, 0on a
Plis+ -+ in)

(w+z)o(ar+x1,..san+op) =po(ag,...,an) € T+t in)
car en développant la composition par multilinéarité, on obtient le terme de droite puis une somme de termes
de la forme S o (f1,...,08,) avec 8 = x ou f; = x; pour un indice %, ce qui implique que ces autres termes sont
dans 'idéal Z. De plus, cette application est multilinéaire par multilinéarité de la composition de P. Enfin, P/Z
munie de cette composition et de I'unité id est bien une opérade car les axiomes d’identité, d’associativité et de
symétrie passent au quotient.

Maintenant, si ¢ : P — Q est un morphisme d’opérades s’annulant sur Z, alors, par construction, I'unique
morphisme de G-module induit P/Z — Q est un morphisme d’opérades.

Une intersection quelconque d’idéaux d’une opérade est encore un idéal. Ainsi, si X est un sous-ensemble
d’une opérade P, alors on définit I'idéal engendré par X :

(X)= () T
Z idéal
IDX

Définition 1.3.6. Une présentation d’'une opérade P est la donnée d’'un G-module M et d’un sous-ensemble
R C T(M) ainsi que d’un isomorphisme

T(M)/(R) ——=P.

Les éléments de (R) sont appelés des relations. On dit qu'une telle présentation est finie si M est un
G-module fini et si R est un ensemble fini.




Exemples 1.3.7.

— L’opérade Ass admet comme présentation finie

T (Bin)

a0

3 2 3 1

N/ \ / /
idsy idy
\ - \

id, (12)

— L’opérade Com admet comme présentation finie

T (CBin

aY

(e

3

)
1 2 3 2 1
\ / \ / /
ids ids
AN - \
‘ )

[

idy (12

ot CBin = (0,0, 1s,,0,0,---) est trivial en arité 2.

N

— On peut définir 'opérade Lie par générateurs et relations :

(e

Lie — T (ABin) _
1 2 3 2 3 1 1 3 2
A4 N4 ¥
“ + N + (ids +(123) + (132))
idy idy

ou ABin = (0,0, sgn,,0,0,...) est la représentation signature en arité 2.

Définition 1.3.8. Une opérade quadratique est une opérade munie d’une présentation de la forme 7 (M)/(R)
ou R C T(M) n’est formée que d’arbres admettant au plus deux nceuds internes.

Notons que les arbres admettant deux noeuds internes, chacun a deux entrées, sont des arbres a 3 feuilles : il

n’y en a essentiellement quun qui est le peigne gauche V , d’ou la définition suivante.

Définition 1.3.9. Une opérade quadratique binaire est une opérade admettant une présentation qui est
simultanément celle d’une opérade quadratique et celle d’une opérade binaire, i.e. c’est une opérade P

munie d’un isomorphisme

T(M)/(R)——=P

ot M est concentré en arité 2 et R C TM(3).

Par la suite, nous n’étudierons que des opérades binaires quadratiques de présentation finie.

Exemples 1.3.10.

— Les opérades Ass, Com et Lie sont des opérades quadratiques binaires.



— Une opérade quadratique binaire paramétrée est une opérade de la forme

(Y)
(V=)

ceG3

ott (A\y)oes, € KO3, Par exemple, Ass est une opérade quadratique binaire paramétrée par :

o |ids (12) (23) (13) (123) (132)

Mss 110 0 0 0 0

D’autres exemples d’opérades quadratiques binaires paramétrées seront donnés dans la section suivante.



2 Algebre linéaire opéradique

2.1 Algebre sur une opérade

La notion d’opérade ne va pas sans la notion d’algebre. En effet, dans le cadre algébrique, il faut visualiser une
opérade comme 'espace des opérations et axiomes définissant un type d’algebre. Cela permet de développer une
machinerie générale d’étude des algebres qui pourra s’appliquer a de nouvelles structures algébriques étudiées
dans le futur.

Définition 2.1.1. Une algébre sur une opérade P ou encore une P-algébre est un module A € Mod(K)
muni d’un morphisme d’opérades
P— EndA

P pa

Un morphisme de P-algébres est une application linéaire f : A — B telle que pour tout u € P(n) et pour
tout aq,...,a, € A, on a

f(:uA(ah e 7an)) = .uB(f(al)7 ceey f(an))

On note Homp (A4, B) 'ensemble des morphisme de P-algebres et Alg(P) la catégorie des P-algebres.
Remarque 2.1.2. Cette définition fait intervenir 'opérade End 4 que 1'on ne peut pas définir si 'on étudie des
opérades sur d’autres catégories monoidales symétriques que Mod(K). L’avantage de Mod(K) est en fait d’étre
fermée i.e. il existe un bifoncteur Hom interne donnant lieu a une adjonction « tenseur-Hom ». Il est possible
d’adapter la définition précédente lorsque la catégorie de base n’est pas fermée mais notre formulation est bien
utile lorsque l'opérade P admet une présentation par générateurs et relations.

Exemples 2.1.3.

— Au vue de la présentation donnée en exemple 1.3.7, une Ass-algebre est la donnée d’'un module A munie
d’une opération bilinéaire y : (a,b) — ab telle que (ab)c = a(bc) pour tout a,b,c € A, i.e. ¢’est une algebre
associative.

— De méme, une Com-algébre est une algébre commutative et une Lie-algebre est une algébre de Lie (sauf
en caractéristique 2).

— Une algebre sur uCom est une algeébre commutative unitaire et une algebre sur u.Ass est une algebre
associative unitaire.

Au vue de la définition précédente, la donnée d’un morphisme d’opérades f : P — Q induit un foncteur
f*: Alg(Q) — Alg(P) donné par la pré-composition par f. Par exemple, le morphisme

Ass = (0,K,K[S,],...) = (0,K,K,K,...) = Com

donné par le morphisme d’augmentation K[G,] — K envoyant o € &, sur 1 € K, induit le foncteur d’oubli
Alg(Com) — Alg(Ass). De méme, le morphisme d’opérades

T<Y-<12>=—Y> T<Y>

%
- (ids +(123) + (132)) \g/ - V/

envoyant \’/ sur \’/ - \'/ -(12) est bien défini est induit le foncteur d’oublie Alg(Ass) — Alg(Lie).

Lie = = Ass

On se propose maintenant de faire une liste de différentes notions d’algebres réalisées par des opérades.

Définition 2.1.4. Une algébre pré-Lie est un K-module g muni d’une opération bilinéaire {—, —} tel que
pour tout a,b,c € A, on a

{{a7 b}a C} - {a’ {bv C}} = {{avc}v b} - {a7 {C> b}}

i.e 'associateur est symétrique a droite.
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Une algebre pré-Lie est donc une algebre sur 'opérade quadratique binaire

(1)

\</ - VV (idy ~(23))

On dispose d’'un morphisme d’opérades Lie — preLie envoyant \y/ sur \'/ — \y/ -(12). Il induit un

prelie :=

foncteur Alg(preLie) — Alg(Lie) qui associe & toute algebre pré-Lie (g,{—, —}) l'algebre de Lie (g, [—, —]) ou
[—, —] est I'antisymétrisée de {—, —}.

Définition 2.1.5. Une algébre de Leibniz (& gauche) est un K-module L muni d’une opération bilinéaire
[—, —] telle que pour tout a,b,c € L, on a

[a, [b, c]] = [[a, ], ] + [b, [a, c]].
Remarque 2.1.6. Le nom « algebre de Leibniz » provient du fait que la relation donnée est équivalente au fait
que [a, —] soit une dérivation.

Une algebre de Leibniz est donc une algebre sur 'opérade quadratique binaire Leib paramétrée par :

o |ids (12) (23) (13) (123) (132)

Aeeib |1 1 0 0 0 0

On dispose d’un morphisme d’opérades Leib — Lie envoyant \'/ sur Y induisant le foncteur d’oubli

Alg(Lie) — Alg(Leib) consistant & oublier la relation d’antisymétrie d’un crochet de Lie.

Définition 2.1.7. Une algébre de Poisson (& gauche) est un K-module A muni d’une opération commutative
— - — et d’un crochet de Lie [—, —] tels que pour tout a,b,c € A, on a

[a,b-c] =1a,b]-c+b-[a,c].

Une algebre de Poisson est donc une algebre sur l'opérade quadratique binaire

T < \’/ S(12) = \’/ , (12) = — >

V \X (s +(123) + (132)) =0,
\/ V (12)

Cette présentation de 'opérade Pois peut étre réduite si 2,3 € K* (cette réduction apparait & l'origine dans
[MRO6]). En effet, Pois est engendrée par le G-module

Pois :=

CBin @ ABin = (0,0, 1g, @ sgn,,0,...).

Or, on a 1, ® sgny, = K[G2] en décomposant un élément v € K[G;] de la maniére suivante :
1
—v- (idz +(12)) + V- (idg —(12)).

Ainsi, on a CBin @ ABin = Bin et donc 7 (CBin @ ABin) = 7 (Bin) = Mayg.
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Opéradiquement, cela se traduit par le fait qu’en posant ' = \'/ + , on a

si bien que

Les relations définissant Pois peuvent alors se réécrire en fonction de 'opération ¥

S ) - 1) - 132)

T
- A -
\g/ \% = Y (s +(23) - (13) - (123)
(g +(123) + (132)) =i - Y (1) e =: vy
¥ f v ceS3
S\ e s s ids—(12)+ (23) +(13))
\/ * \( (12) =3 (-(123) +(132) ) s

1
Posons maintenant v := 8 (21 + v9 + vz + 203 - (123)) (¢f. [Rem24] pour comprendre comment & été trouvée

cette expression). On a alors, en développant :

ve ¥ '(idg $2(02) - (23) + (123) - (132>>) -

Cette nouvelle relation est dans 'idéal (v, ve,v3) définissant Pois mais, réciproquement, on a aussi :

S— %(id3+(23) —(13) - (123))
vy =0~ i Z (=1
ceG3
vs :v&(idr(m +(23)+(13) = (123) + (132))

Ainsi, v1, vy et vs sont dans 'idéal engendré par v et Pois admet une présentation a un générateur et une

relation :
Pois = :

A (a5 (12) - 23+ (123) - (132)) =
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De plus, en considérant le générateur opposé \'/ = “ - (12), on obtient la présentation suivante :

()

V - \Y (1453 - 02+ 132 - (23)

Ainsi, Pois est paramétrée par :

Pois =

o |ids (12) (23) (13) (123) (132)

APois |1 — 0o - 3

W=

1
3

Wl

On voit donc a travers ces exemples que la notion d’opérade permet de capturer toutes les algébres définies
par des axiomes multilinéaires. On peut en fait faire mieux. Par exemple, les algebres de Jordan sont des espaces
vectoriels munis d’une opération binaire symétrique vérifiant la relation suivante

a*(ba) = (a*b)a

qui n’est pas une formule multinlinéaire. Elle peut néanmoins étre multilinéarisée, si la caractéristique du corps
de base le permet (cf. paragraphe 2.4.3. dans [HS84]), en la relation

(ab)(cd) + (ad)(cb) + (bd)(ca) = (((ab)c)d) + (((ad)c)b) + (((bd)c)a)
si bien que la catégorie des algebres de Jordan se réalise aussi comme une catégorie d’algebres sur une opé-
rade.
Proposition 2.1.8. Soit P une opérade et A une P-algebre. La catégorie Alg(P) admet les produits fibrés
par A

Démonstration. Soit mp : B — A et mo : C' = A deux morphismes de P-algebres. On munit le produit fibré de
K-modules B x4 C' = {(b,c) € B x C|wp(b) = mc(c)} d'une structure de P-algebre par
,U/BXAC((bla Cl), ey (bna C’n)) = (MB(bl7 sy bn)7MC’(Cl7 e 7Cn)>-

Le résultat vit bien dans B x4 C' car mp et m¢c sont des morphismes de P-algebres et, par construction, les
projections B x4 C — B et B x4 C — C sont des morphismes de P-algébres.

Montrons maintenant que B x4 C' a la bonne propriété universelle. Soit D une P-algebre et f : D — B
et g : D — C des morphismes de P-algebres tels que g o f = m¢ o g. Supposons qu’il existe un morphisme
h:D — B x4 C tel que le diagramme suivant commute :

D g
\
BXACHC

Nk

Alors, par propriété universelle, h est 'unique application K-linéaire faisant commuter le diagramme. Récipro-
quement, cette application est automatiquement un morphisme de P-algeébres car f et g en sont :

h(pp(dy,...,dn)) = (f(up(dy,...,dn)),g(up(dy,. .. dn)))
= (up(f(dr),---, f(dn)) uc(g(dr), ..., g(dn)))
= MBXAC((f(d1)7g(dl))7 EE) (f(dn)vg(dn)))
= pxc(h(dr),. .., h(dy)).
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2.2 Module opéradique sur une algebre

Les notions habituelles de modules sur les différents types d’algébre (module sur une algébre commutative,
bimodule sur une algébre associative, module sur une algébre de Lie) peuvent se formaliser dans le langage
opéradique en une notion unifiée de module. Ce sont notamment ces modules qui sont utilisés comme coefficients
dans la cohomologie d’André-Quillen.

Définition 2.2.1. Soit A € Alg(P) et M € Mod(K). Le G-module des actions de A sur M est défini par

End}\%a(n) = @HomK(A®i_l @ M ® A®" M) ~ Homg (@ A9l o M @ A®"—¢ M)

i=1 =1

ot &,, agit a droite par permutation des entrées, i.e. (f-0)(v1 ® - @ vy) = f(Vo-1(1) ® - ® Vg-1(p))-
Une structure de A-module sur M est la donnée d’un morphisme de G-modules

P Endj); .

p € P(n) ——par = (- A% @ M @ A¥" ™ = M)icico
tel que id}, = idyy, et pour tout i € {1,...,n} :
(po(at,...,an))ly zugwo(a1A®~-~®Oz.’;M®---anA) (1)
oll o € P(i1) et j et k sont les indices tels que ¢ =41 +--- +4;1 + k.

Un morphisme de A-modules f : M — N est une application K-linéaire telle que pour tout p € P, on a

Flede(ar, ..o a, . an)) = piy(ar, . f(2), . an)

pour tout ay,...,a, € A et x € M. On notera Modp(A) la catégorie des A-modules.

La condition (1) dans la définition précédente est une adaptation « infinitésimal » de la notion de morphisme
d’opérades. En fait, il y a bien une opérade cachée et elle permet de formaliser la donnée conjointe d’une
‘P-algebre et d'un module sur cette algebre.

Définition 2.2.2. L’opérade End 4 x EndeE est le &-module End 4 EBEnd}?/LE ayant (id4,1ds) pour identité
et dont la loi de composition est définie par

wo (aq,...,qn) = </¢A o (@14, Qpna), <N5v1 o(a1a®--- ®oz§7fM ® - ~-anA))1<i<Z_1+m+in)

ott i = (pa, (1)) € Enda x End‘f\/[,g(n)7 ar = (aua, (afy)k) € Enda x Endﬁ,s(il) et ou les indices j; et k;
sont les indices tels que & =41 + -~ 4+ 45,1 + k.

Proposition 2.2.3. L’application

Enda x Endjy = Endaau

1= (pa, (1iy)i) tasM

avec

,U/AGBM((alaml)w"7(an7x’n)) = (NA(ah--~7an),ZM§w(al7~--a$ia---7an)> 9
i=1

est un morphisme injectif de G-modules préservant la loi de composition et l'identité ce qui justifie le fait
que End g X End}%E soit bien une opérade. Ce morphisme est alors un morphisme d’opérades.
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Démonstration. C’est bien un morphisme de G-modules : la K-linéarité est clair et pour tout ¢ € &,,, on a

(Laonm - 0)((ar,21) .. (an, 2n)) = paom ((Ge-11): Ta-1(1))5 - -+ (Ge=1(n)s Ta=1(n)))
= </~LA (a0*1(1)7"'aa0*1(n))72“3\/{( o=1(1)y -1 Lo 1(1)7"'aa01(n))>
i=1

n o1
= <(IU"O—)A(0J17"' 72 (Z) ala"'axal(i)a"'aan)>
1=1

n
:((,u~0)A(a1,... ,Z al,...,xi,...,an)>

=1

= (- 0)asm((ar,21) .. (an, zn)).

Il est injectif car si paga = 0, alors u = 0 car on a p4 = 0 en regardant la premiere coordonnée des évaluations
de pagm et ph; = 0 en regardant la seconde coordonnées de pagn((@1,0),. .., (ai,x;),. .., (an,0)).

La préservation de 'identité est due au fait que idagas = ida @ idas. Enfin, elle préserve la composition car
pour n opérations a; € Enda X Endﬁys(i]‘), onnote [; ;=41 +---+14; et on a

MAEBM o (alA@J\/[7~' '7anA@M)((a17x1)7~' . (alnvxfn))
/JJAO(a1A7--~7anA)(a1a---valn)7
. n
Z,u 1A CL1,.. (1]1 ZO[ j71+1,...,x1j71+k,...,ajj),...,anA(a1n71+1,...,a1n)
j=1
,UAO(a1A7'"aanA)(al7"'7aIn,)’
I,
N Z,U/g\} (alA(ala---7a11)7 aiM(aIJ 71+17'"71‘[“714‘]@1‘7"'7&1”)7'"’aTLA(aIn—l"Fl?"'?aIn))
=1
/«LAo(alAa“-aO‘nA)(alv""aIn)a
I,
o Z(N?\i] (a1A® ®Q§ZM®®QTLA>) (a17~-~7xi7~"aa171)
=1
:(,UO 041,~~~7an))AEBM((a17x1)a"'(a’lnﬂxfn))'

En comparant la condition (1) & la composition dans Endy x Endf/fﬁ, on obtient le résultat suivant.

Proposition 2.2.4. Soit P une opérade et A, M € Mod(K).
(i) La donnée d’un morphisme d’opérades P — Enda X Endf\‘/lﬁ est équivalente a la donnée conjointe

d’une structure de P-algebre sur A ainsi que d’une structure de A-module sur M.

(ii) Si A est une P-algebre de morphisme structurel 4 : P — Enda, alors une structure de A-module sur
M est équivalente a la donnée d’un morphisme d’opérades ¢ : P — Enda X Endf\‘/[’g faisant commuter
le diagramme suivant :

Enda x Endjy

P EndA

Exemples 2.2.5.

— Gréce aux présentations données en exemples 1.3.7, on voit qu'un module sur une algébre commutative
est la donnée d’'un module a gauche sur cette algebre dans le sens habituel.
— De méme, un module sur une algebre associative est la donnée d’un bimodule sur cette algebre.

— Un module sur une algebre de Lie g est la donnée d’'un K-module M et d’'une action g ® M — M (avec
la convention x - g := —g - x) telle que

(x-g)-h+[g,hl-z+ (h-x) -g=0.
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Cette notion correspond bien a la notion habituelle de module sur une algebre de Lie puisque la relation
précédente est équivalente a

lg,;h -z =g-(h-z)=h-(g-2)
— Un bimodule sur une algebre de Leibniz L est la donnée d’'un K-module M et d’une action a gauche
L® M — M d’une action a droite M ® L — M telles que
[a,b] z=a-(b-z)—b-(a-x)
x-la,b]=(z-a)-b+a-(z-b)
(a-z)-b=a-(x-b)—x-[a,b]
— Un module sur une algebre de Poisson est la donnée d’un K-module M et de deux actions — - —, {—, =} :
AR M — M telles que

— (M, — - —) est un module sur l'algébre commutative sous-jacente de A;
— (M, {—,—}) est un module sur I’algébre de Lie sous-jacente de A;

{ab,z} =a-{b -2} + b {a,x}
[a,b] -2 ={a,b-x} —b-{a,x}

— et on a les relations suivantes {

De maniere générale, les catégories de modules opéradiques se comportent aussi bien que des catégories de
modules & gauche sur une K-algébre (en fait, elles sont toutes isomorphes & de telles catégories cf. section
3.1).

Par exemple, si f : A — B est un morphisme de P-algebres, alors on a un foncteur de restriction des
scalaires
f*: Modp(B) — Modp(A)

en posant pour tout B-module M :
ué\/[f(al,...,a:...7an) = (far),. ..z, ..., flan)).
Ce foncteur admet un adjoint a gauche fi : Modp(A) — Modp(B) correspondant alors & une extension des
scalaires (cf. proposition 2.2.8).
On dispose aussi d’un foncteur d’oubli Modp(A4) — Mod(K) et ce foncteur admet un adjoint & gauche
Fy : Mod(K) — Modp(A4).
Le A-module F4(V) est alors appelé le A-module libre engendré par V. La construction de F4(V) est faite

explicitement dans [LV12] (partie 12.3.5) et nous en reprenons ici ’essentiel.

On se donne donc un K-module V' et on pose
P(A;V) = P Pn) e, (@ AV gV A®("‘“>
n>0 i=1

ou &, agit a gauche sur €, AP oV ® AP0 par permutation des facteurs. On notera wa(ar,...,x,. .. ap)
I'image dans P(A; V) de I'élément p®a; @+ @@ ®a, € P(n) @ A2~V @V @ A®("=) par la composition
de morphismes canoniques

Pn) © 4% &V & 42D - P(n) & (B, A% & V & 4°0—)

v |

P(4;V) P(n) ®s,, (i, A%D @V @ A%)

On définit alors F4(V) comme le K-module quotient
P(AV)

(Mo(ala"wan))i®(a17"'7x7"'7a1n)
:(Mo(id,...,aj,‘..,id))j*prk ® (ar1a(@1,...,65,), 501, 4153 Ty e oy Qe Qpal@r, 41, -,01,))

ou p € P(n), ay € Pliy), I =41+ --- +14; et les indices j et k sont tels que i = I;_1 + k.

16



On munit F4(V) d’une structure de A-module en posant

M%A(V) (al,...,ﬁk®(b1,...,x,...,bm),~-- ,an)
=(po(id,...,B,...id) " @ (ay, ..., b1,..., 2z, ... by, an)

La relation imposée sur P(A; V) dans la définition de F4 (V') assure que Iexpression précédente définit bien une
structure de A-module sur F4 (V).

De plus, si f : V. — W est une application K-linéaire, alors application f,. : Fa(V) — Fa4(W) envoyant
pW(ar,. .., ...,a,) sur gt @ (ay, ..., f(x),...,a,) est bien définie et est un morphisme de A-modules de telle
sorte que Fy : Mod(K) — Modp(A) soit un foncteur.

Théoréme 2.2.6. Soit M un A-module et V' un K-module. On a un isomorphisme naturel
Hom (Fa(V), M) ~ Homg (V, M)

si bien que le foncteur F4 est adjoint & gauche du foncteur d’oubli Modp(A) — Mod(K).

Démonstration. Dans un sens, on associe & un morphisme de A-modules ¢ : F4(V) — M Dapplication linéaire
Y : V. — M envoyant z sur ¢(id ®x). Dans lautre, on associée & une application linéaire ¢ : V. — M le
morphisme de A-modules ¢ : F4(V) — M envoyant u' ® (a1,...,2,...,an) vers gy (ar, ..., 0(x), ..., an).

L’application ¢ est bien définie sur P(4; V) car ui,(a1,...,¥(z),...,a,) est une expression K-linéaire en p,
en les a; ainsi qu’en x et est compatible avec l'action de &,, car on a

(- 0)ag(@r, .y (@), oy an) = P58 (@gr(1y, e (@), ey Gt )

Elle passe alors bien au quotient en un morphisme F4 (V) — M car

¢ ((o(an,...,o0)) ®(a1,...,2,...,ar,))
=(po(ar,...,an))y(ar, ..., ¥(x), ..., ar,)
:(Mo(ld,, ld))J o (alA(ala"'aa11)7'"aa1j71+17"'71/}('1:)7"'7an7"'7O‘nA(a’In71+1a"'aa’In,))

= ((uo(id...,aj,...,ld))ﬂ 1+k® (alA(al,...,ah),...,alj_1+1,...,:c,...,alj,...,anA(aIn_l_,_l,...,aIn)))

et c’est bien un morphisme de A-modules car

w(u}A(V)(a1...,Bk®(b1...m,...,bm),...,an))

=p ((po(id,...,8...,id) " @ (ar,....b1,...,x ..,bm...,an))
=(po(id,..., B, ..., id)) e (ar, .. by, (@), Dy e )
:,ufw(al,...,,Bﬁ/[(bl,...,1/)(x),...,bm),...,an)
=pbs(ar,...,0(BF @ (b1,....z,...,bm)), ..., an).

Les applications ¢ — 1 et ¢ — ¢ forment alors des bijections réciproques car si on se donne ¢ € Homg (V, M),
alors on a ¢(id ®z) = id}, (¢¥(z)) = idas (1 (x)) = () et si on se donne p € Hom 4 (F4(V), M), alors on a
pholay, ..., (@), ... an) = (a1, ..., p(id®x),.. ., a)
:cp(,u}A(V) (a1,...,id®z,...,a,))
=p (o (id,...,id))" ® (a1,...,2,...,as))
:(p(ui@) (al,...,w,...,an)) .
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La catégorie Modp(A) est K-linéaire car une combinaison linéaire de morphismes de A-modules et un mor-
phisme de A-modules et la bijection précédente est en fait un isomorphisme K-linéaire. On utilisera la structure
de K-module de Hom 4 (M, N) dans la section 3.1.

| Proposition 2.2.7. La catégorie Modp(A) des A-modules opéradiques est une catégorie abélienne.

Démonstration. Comme Modp(A) est une catégorie pré-additive, on peut montrer qu’elle est additive en mon-
trant qu’elle admet les produits finis i.e. qu’elle admet un objet final ainsi que les produits M x N de deux
A-modules. Le K-module nul 0 est naturellement un A-module car Endés = 0et Enda x Endf/[’e = Enda,
donc la structure de P-algebre de A se traduit en une structure de A-module sur 0. Les applications K-linéaires
M — 0 sont alors automatiquement A-linéaires et 0 est 1'objet final de Modp(A).

Pour les biproduits, le K-module produit M x N admet naturellement une structure de A-module en fait agir
A diagonalement : phy, n(a1,...,(m,n), ... an) == (uis(ar,...,m,... ,a,), i (as,...,n,...,a,)). Les projec-
tions M x N — M et M x N — N sont alors des morphismes de A-modules et M x N a la propriété universelle
recherchée car si f : L — M et g : L — N sont des morphismes de A-modules, alors I'application K-linéaire
(f,9) : L = M x N est automatiquement un morphisme de A-modules.

De plus, Modp(A) est pré-abélienne car le noyau d’un morphisme de A-modules f : M — N est un sous-
A-module de M et il existe une unique structure de A-module sur son conoyau (dans Mod(K)) de telle sorte
que la projection N — coKer(f) soit un morphisme de A-modules. Encore une fois, les A-modules Ker(f) et
coKer(f) ont alors les bonnes propriétés universelles.

Enfin, pour tout morphisme de A-modules f : M — N le morphisme naturel f : colm(f) — Im(f) est un

—1

isomorphisme de K-modules, donc il admet un inverse f = est I'inverse d’un morphisme de A-modules bijectif
étant automatiquement un morphisme de A-modules, f est un isomorphisme de A-modules et Modp(A) est
abélienne.

Le foncteur libre F4 nous permet de construire l’extension des scalaires dans le cadre opéradique. En effet,
si on a un morphisme de P-algebres f : A — B et un A-module M, alors on définit fi(M) par le B-module

quotient
Fp(M)

(,ui @ (flar),...,x,..., f(ay)) =id* ®u§\/[(a1,...,x,...,an))
Cette construction est alors fonctorielle car si ¢ : M — N est un morphisme de A-modules, alors le morphisme
¢y 1 Fg(M) — Ny induit un morphisme ¢ : My — Ny car
ol ® (flar), v, flan) = i @ (f(ar), - 9(@), ., fan)
=id' @ui(ai,...,o(x),... a,)
=id' @p(ui, (a1, ..., x, ... an))
= o, (id' @ui, (ar,. ...z, ... an)).

Mf:

Proposition 2.2.8. Soit f € Homp(A,B), M € Modp(A) et N € Modp(B). On a un isomorphisme
K-linéaire naturel
Homy (M, N') ~ Homp (My, N)

si bien que le foncteur d’extension des scalaires fy est adjoint a gauche a la restriction des scalaires f*.

Démonstration. Un morphisme B-linéaire ¢ : My — N correspond par propriété universelle du quotient a un
morphisme de B-modules ¢ : Fg(M) — N tel que

P @ (far),- .z, flan)) = o(id @iy (ar, ..z, an))
et un tel morphisme correspond par adjonction libre-oublie & une application K-linéaire ¢ : M — N telle que
Mé\/(f(al)v cee 50(1')7 RN f(an) = @(“3\4(‘11, EEEE 7an))

i.e. & un morphisme de A-modules ¢ : M — N/. Cette correspondance est linéaire et naturelle car elle provient
de I'adjonction libre-oublie d’une part, et de la pré-composition par la projection linéaire Fg(M) — M; d’autre
part.
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On a donc vu que la notion de module opéradique était fonctorielle vis-a-vis de la P-algebre A, mais elle en
fait aussi fonctorielle vis-a-vis de 'opérade P elle-méme.

Proposition 2.2.9. Tout morphisme d’opérades ¢ : P — Q induit un foncteur pour toute Q-algebre A :
©*4: Modg(A) — Modp(p*A)
M M¥

ou M? est le K-module sous-jacent a M est dont 'action de ¢* A est donnée par

pige(ar, . ..oz, an) = ()i (ar, ...z, ... an). (2)

On a alors id%A = idModp(4), €t si ¢ : O — P est un autre morphisme d’opérades, alors on a

(QO o ¢)*A _ w*cp*(A) o SD*A'

Démonstration. Si A est une Q-algebre et si M est un A-module, alors (c¢f. proposition 2.2.4) on a un morphisme
d’opérades
(fa, far) : Q = Enda x Endyy

qui donne, apres pré-composition par ¢, la structure de ¢p* A-module énoncée & M. Un morphisme de A-modules
f M — N devient alors immédiatement une morphisme de ¢* A-modules.

Enfin, la formule (2) explicitant fs o ¢ permet de voir qu’'on a M'9? = M et (M“")w = M¥°Y. &

On note la structure de ¢* A-module induite par M¥ car le foncteur ¢*4 se réalise en fait comme un foncteur
d’extension des scalaires cf. 3.1.5.
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2.3 Module de Beck et dérivation

Une maniére de montrer que la notion de module que 1’on vient d’introduire est la bonne et de la comparer
a une notion plus générale encore : les modules de Beck.

Définition 2.3.1. Soit X un objet d’une catégorie C admettant les produits fibrés par X. Un module de
Beck sur X est un objet de la catégorie

Ab(C/x)
des objets groupes abéliens au-dessus de X.
Explicitement, un objet au dessus de X est la donnée d’un objet Y de C muni d’un morphisme structurel

y : Y — X et un module de Beck est un objet au dessus de X muni d’une structure de groupe abélien, i.e. il
est muni de morphismes d’objets au dessus de X

Y xxY - Y X i Y Y— 7 .Y
WA % i& /W ﬂ\y\ %,
X X X
tels que les diagrammes suivants commutent :
Y oxx VgV — XYy v vy PPy oy
idy Xxozi \LO& \ /
Y xxY -~ Y
Associativité Commutativité
id idy,o
Y oxx X — 0y y y 9y iy
« Yy @
pr
Y X Y
n
Elément neutre Inverse

On a vu dans la proposition 2.1.8 que les produits fibrés de P-algebres existent. Pour voir le lien entre les
modules de Beck sur une P-algebre A et les A-modules au sens de la définition 2.2.1, on remarque que le
morphisme d’opérades Endy X Endfas — End g introduit dans la proposition 2.2.3 fait de A & M une P-
algebre dés que M est un A-module. On note alors cette P-algebre A x M. Explicitement, pour tout p € P(n),
on a

taxm((a1,21),. .., (an,xn)) = </~LA ay,...,a ZMM (@1, ... x4, ... an)> .

Par construction, la projection 7 : A x M — A est un morphisme de P—algebres et donc (Ax M, ) € Alg(P)/a.
De plus, A x M admet naturellement une structure de groupe abélien au-dessus de A en posant les morphismes
de P-algebres suivant :

a: (AXM)xg(AXM)——Ax M
((a,x),(a,y)) S (a,ery)

n: A——=Ax M
at——s (a,0)

c: AXM—Ax M
(a71')'—>(a7 —I)

Enfin, si f : M — N est un morphisme de A-modules, alors ida &f : A x M — A x N est un morphisme de
P-algebres préservant la structure de groupe si bien qu’on a un foncteur :

A'x —: Modp(A) — Ab (Alg(P) ,4) -
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Dans l'autre sens, si ’on considére (B, m, a, 7, o) un groupe abélien au-dessus de A, alors K := Ker(m) obtient
naturellement une structure de A-module en posant

.ué((alv ceey Ly 7an) = :U‘B(n(al)a ceey Ly 777(an))
pour tout « € Ker(rw). Cette opération est bien a valeurs dans Ker(w) car

m(pp(n(ar), .-, @,...,n(an)) = pa(mn(ar),..., 7 (@), ..., mn(an)) = 0

si m(x) = 0. De plus, cette opération vérifie bien la condition (1) :

(wo (oq,...,an))iK (a1,...,2,...,ar,)
=pp (cap(n(ar),...,n(an)), ..., 58(mar,_y41)s-- -2, ...nar;)), - ams(n(ar,_,41),- .-, n(ar,)))
=y (ara(ar,...,an),... 7a§K(a1j71+1, e Tyag), - analan, 41 .5ar,))

Enfin, si f : (By, 71, a1,m1,01) — (Ba, T2, aa,1n2,02) est un morphisme de groupes abéliens au dessus de A,
alors f se restreint en une application f, : Ker(m;) — Ker(my), et comme f est un morphisme de P-algebres et
préserve l'unité, f, est un morphisme de A-modules. On a donc un autre foncteur

Ker : Ab(Alg(P),4) — Modp(A).

Lemme 2.3.2. Soit (B, 7, a,n,0) € Ab(Alg(P),4). Pour tout x,y € Ker(r), on a
alr,y) =z +y

et pour tout by,...,b, € B,
up(bi, ...,z .. y,...,by) =0.

Démonstration. Comme 7(z) =0 =7(y), on a (2,0),(0,y) € Bx4 B et (z,0)+(0,y) = (z,y) € Bx 4 B. Ainsi,
pour la premiere égalité, on a

a(z,y) = a(x,0) + a(0,y) = a(z,nm(z)) + alym(y),y) =z +y
et pour la seconde :

ps (b1, -y, Y, bn) = pp (a(by, e (b1)), .. a2, 0), ..., a(0,9), ..., a(bn, 7 (bn)))
wp(bi, ...,z . ,0,..0,0,), ue(nm(b),...,0,. .. y...,nm(by)))

Théoréme 2.3.3. Les foncteurs définis précédemment forment une équivalence de catégories :

Ax —:Modp(A) _~— Ab(Alg(P),a) : Ker

Démonstration. Dans un sens, si M € Modp(A), alors la projection naturelle A ® M — M induit un isomor-
phisme naturels de A-modules Ker(A x M — A) ~ M car

9

paclar, ..., (0,2),...,an) = pawnrr((a1,0),...,(0,2),...,(an,0)) = (0, g’ (ar, ..., z,...,an)).

Dans l'autre sens, si (B, m, a,n,0) € Ab(Algp(A)), alors on a une suite exacte scindé a droite dans Mod(K) :

si bien qu’on a un isomorphisme de K-modules (n,j) : A® K — B.
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C’est un isomorphisme de P-algebres car pour tout p € P(n), on a

= MB(n(al)a s ’n(an)) + ZMB(W(CH)’ cee s Ly e 777(a'n))

= /U'B<77(a1) + T, an(an) + xn)

ou la derniere égalité provient du lemme précédent. C’est aussi bien un morphisme de P-algebres au-dessus
de A car w(n(a) + ) = a si w(xr) = 0. Enfin, c’est bien un morphisme de groupes abéliens car pour tout
(a,z),(a,y) € Ax K, on a

a(n(a) +z,n(a) +y) = a(n(a),n(a)) + a(z,y) = n(a) + (z +y)

d’apres le lemme encore. <

Exemples 2.3.4.
— L’équivalence Mod 455(A) =~ Ab(Alg(Ass) 4) a été démontrée par Quillen dans [Qui70]. Lorsque M est
un A-bimodule, la produit associatif sur A x M est défini par (a1, m1)(az, ma) = (a1a2,a1 - ma +mq - az).
— Si g est une algebre de Lie et M est un g-module, alors le crochet de Lie sur g x M est défini par
[(g1,m1), (92, m2)] = ([g1, g2], 91 - M2 — g2 - M1).

L’algebre A x M permet aussi de représenter la notion de dérivation pour une opérade quelconque.
Définition 2.3.5. Soit (B,7) € Alg(P),a et M est un A-module. Une A-dérivation de B & valeurs dans
M est une application K-linéaire d : B — M telle que

n

d(pp by, b)) =Y g (m(br), ..., d(bs), ..., 7(bn))

=1

pour tout u € P(n) et by,...,b, € B. Le K-module des dérivations de B dans M est noté Der 4 (B, M).

Comme la pré-composition d’'une dérivation par un morphisme de P-algebres au dessus de A et la post-
composition d’une dérivation par un morphisme de A-modules sont encore des dérivations, le module des déri-
vations induit un bifoncteur

Dery(—,—): (Alg(P)/A)Op x Modp(A) — Mod(K).
Proposition 2.3.6. L’application
pr, : Homaygp),, (B, A x M) — Dera(B, M)

envoyant un morphisme sur sa seconde composante est bien définie et est un isomorphisme naturel de
K-modules..

Démonstration. Sid = (da,dp): B — Ax M est un morphisme d’algeébres au-dessus de A, alors d4 = 7 et

d(,uB(bl, e ,bn)) = [LAMM(d(bl), ey d(bn))

= (NA(W(bl)a-"77r(bn))vzlu§\/[(7r(b1)a-~-7d(bi)a-~-a77(bn))>

et donc djps est bien une dérivation de B dans M. On observe alors que Papplication d — (7, d) définit bien un
isomorphisme inverse a pr,.

Le fait que pr, soit une application K-linéaire naturelle provient du fait que c’est le morphisme de post-
composition par la projection naturelle pr: A x M — M. &
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Ainsi, pour tout A-module M, le foncteur
Dera(—, M) : (Alg(P);4)”" — Mod(K)

est représentable par A x M.

Pour la représentabilité a droite du foncteur des dérivations, il faut construire le module des différentielles de
Kahler.

Définition 2.3.7. Le module des différentielles de Kdahler QpA est le A-module quotient

Fu(A)

m

(,ui ® (a1, va(@iy ey Gt im )y e ey Q) = Z(,uo (id,...,V,...,id))i_Hk(al,,...,ai_l_,_k,...,an))

k=1

Il s’avere que la donnée d’un morphisme de A-modules QpA — M correspond naturellement & une déri-
vation sur A & valeurs dans M et cela se généralise & toute algebre au-dessus de A grace a la restriction des
scalaires.

Proposition 2.3.8. Soit (B, 7) € Alg(P),4 et M un A-module. L’application naturelles
Hompg (QpB, M™) — Homp(Fp(B), M™) — Homg (B, M)

induit un isomorphisme naturel de K-modules

HOmB(Q'pB, MW) ~ DerA(B, M)
Démonstration. Le fait que lapplication naturelle Homp(QpB, M™) — Homg (B, M) soit un morphisme K-

linéaire provient du fait qu’il est la composition du morphisme de pré-composition par la projection linéaire
Fp(B) — QpB et de 'adjonction libre-oublie.

Explicitement, si f : QpB — M™ est une morphisme de B-modules, alors ’application associée df : B — M
envoie b sur f(id' ®b). On a alors

di(up(bi,...,by)) = f(id' @up(bi,... b))
=f (Z/J,Z@(bl,,bn))
_ Zuﬁw(w(bl), G @by), (b))

=2 (o), d(b), (b))

et donc dy est une A-dérivation. Ainsi, on a un morphisme naturelle

HOmB(QpB,Mﬂ—) — DerA(B,M).

Réciproquement, si d : B — M est une A-dérivation, alors le morphisme de B-modules f; : Fg(B) — M™
qu’elle induit se factorise par la projection F(B) — QpB car

fd(/’Ll Y (bl7 e VB(bi7 s 7bi—1+7n)a teey bn)
=pb (m(by), .. dvg(biy ... bi—1im), -7 (bn))

:Z,LLZA/I(F(ZH), . .,Vﬂ(?‘((bi), SR ad(bi—1+k)7 PN 77T(bi—1+m)); [P ,ﬂ'(bn))

= Z(“ o (id, ..., v, ..., id)) o R by, d(bim1gk), - -5 bi)

L
NE

(wo(id,...,v,...,id) *r g (bl,...,biw,...,bn)) )
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La dérivation d’' := dy, associée au morphisme fg : QpB — MT™ vérifie alors
d'(b) = fa(id" ®b) = d(b)

pour tout b € B. Réciproquement, si on note f’ := fy, pour f: QpB — M7™ un morphisme de B-modules, alors
fr=r: _ , .
(@ (b, ba)) = iy (x(br), -, fIA @B;), . 7(bn)) = f(u @ (br,- ., bn))

<

Il ne reste plus qu’a remonter dans la catégorie des A-modules en utilisant 'extension des scalaires (cf.
proposition 2.2.8).

Théoréme 2.3.9. Soit (B,7) € Alg(P),a et M € Modp(A). Posons Qp(A/B) := m(Qp(B)). On a alors

des isomorphismes naturels
Hom4 (2p(A/B), M) ~ Dera(B, M) ~ Hompg(p),, (B, A x M),

i.e. le bifoncteur des A-dérivations Dera(—, —) : (Alg(P), A)Op x Modp(A4) — Mod(K) est représentable
a gauche par A x M et a droite par Qp(A/B).

En particulier, on a une adjonction

QP(A/—) : Alg(P)/A 1L MOdp(A) A X —

Démonstration. Par extension des scalaires (proposition 2.2.8), on a un isomorphisme naturel
Homy (Qp(A/B), M) ~ Homp(QpB, M™).
et d’apres les propositions 2.3.8 et 2.3.6, on a les isomorphisme naturels

Homp(QpB, M™) >~ Dera(B, M) ~ Homag(p),, (B, A x M).

Seule la fonctorialité de Qp(A/—) n’a pas été encore justifiée permettant d’énoncé I’adjonction
Qp(A/—) A X —.
Or, si f: (B1,m) — (Ba,m2) est un morphisme de P-algebres au dessus de A, alors il induit un morphisme
Derp, (f,j) : Derp, (B2, QpBz) — Derp, (B1,Qp(A/B2)™)

o j: QpBy — Qp(A/B3)™ est 'unité de adjonction (mo; 4 7). De plus, d’aprés la proposition 2.3.8 et par
extension des scalaires, on a

Der52 (Bl, Q']J(A/BQ)TFQ) ~ HOI?(IB1 (QpBl, (QP(A/BQ)WQ)JC>
~ Homy (Qp(A/B1),Qp(A/Bs)) (car my o f = 1)

Ainsi, en évaluant Derp, (f,7) en la dérivation canonique dp, € Derp, (B2, QpBs) (correspondant & l'identité
de Qp(Bs)), on obtient un morphisme de A-modules

fe 1 Qp(A/B1) = Qp(A/Bz).

Autrement dit, f, est défini comme I'unique morphisme de A-modules faisant commuter le diagramme suivante

f

B ——— B,

jodl ljod

Qp(A/B1) —— Qp(A/By)
ce qui assure le fait qu'on ait id, = id et (go f)x = g« © fe. &
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Remarque 2.3.10. En utilisant I’équivalence de catégories Modp(A) ~ Ab(Alg(P),4) (proposition 2.3.3), on
voit que le foncteur Qp(A/—) est un adjoint & gauche du foncteur d’oubli

Ab(Alg(P)/A) — Alg(P)/A.

L’adjonction Qp(A/—) 4 A x — est a origine de la cohomologie d’André-Quillen. En effet, la cohomologie
d’André-Quillen H2,(A, M) s’obtient en dérivant a gauche le foncteur de dérivations. Néanmoins, comme la
catégorie des P-algebres (différentielles graduées) au-dessus de A n’est pas abélienne, le formalisme habituel
des foncteurs dérivés n’a pas de sens et doit étre remplacé par la dérivation des foncteurs sur des catégories
de modéles (cf. [Hov07] ou [Riel4] pour une introduction aux catégories de modeles). La construction de la
cohomologie d’André-Quillen peut étre retrouvée dans la partie 12.3. de [LV12] dont nous en reprenons ici
I’essentiel.

La propriété importante est que ’adjonction précédente est une adjonction de Quillen dans le cadre différentiel
gradué. C’est cela qui permet de s’assurer que le complexe Qp(A/R,) (appelé complexe cotangent de A) ne
dépend pas du choix de cofibration (notion de résolution projective pour les catégories de modeles) Ry — A
dans la catégorie des P-algebre différentielles graduées au-dessus de A.

La cohomologie d’André-Quillen a coefficients dans M est alors définie comme la cohomologie du complexe
Hom(Qp(A/R.), M) des morphismes dans la catégorie homotopique associée & Modp(A) (notion de catégorie
dérivée pour les catégories de modeles).
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3 Algebre enveloppante

3.1 L’algebre enveloppante en théorie

Dans cette section, P est une opérade quelconque et A est une P-algebre fixée. On a vu (proposition 2.2.7)
que la catégorie des A-modules opéradiques était abélienne. Ainsi, on sait grace au théoreme de plongement de
Mitchell qu’il existe un anneau R tel que la catégorie des A-modules se plonge dans la catégorie des R-modules
a gauche. La notion d’algebre enveloppante permet d’améliorer la situation puisqu’elle donne explicitement un
anneau R tel que la catégorie de ses modules & gauche soit isomorphe & Modp(A).

Soit M un A-module. Grace a ’adjonction vu en proposition 2.2.6, on a les isomorphismes K-linéaires
M ~ Homg (K, M) ~ Hom 4 (F4(K), M) (3)

et en particulier, on a l'isomorphisme F4(K) ~ Enda(Fa(K)). La catégorie Modp(A4) étant K-linéaire, la
composition induit une structure de K-algébre unitaire sur End 4 (F4(K)) ~ F4(K). Explicitement, dans F4 (K),
on a

7 : (/J'Z ® (a17' "a17' ..,Cln)) = :uiFA(]K)(a’lw")’YW")an)'
Définition 3.1.1. L’algébre enveloppante d’une P-algebre A est la K-algebre associative unitaire
Up(A) := Fa(K)°P.

On a naturellement un foncteur
H : Modp(A) — LMod (Up(A4))

(ot LMod(R) désigne la catégorie des modules & gauche sur un anneau R) puisque, pour tout A-module M,
lanneau End 4 (F4(K)) agit a droite sur Hom 4 (F4(K), M) par pré-composition, et donc 'anneau Up(A) agit a
gauche sur M. Explicitement, on a

(' ®(ar,....1,....an)) 2= ply(ar,...,2,... an)
et 'isomorphisme (3) se promeut alors en un isomorphisme naturel entre H et le foncteur Hom

Homy (F4(K), —) : Modp(A4) — LMod(Up(A)).

Théoréme 3.1.2. Le foncteur H : Modp(A) — LMod(Up(A)) est un isomorphisme de catégories com-
mutant avec les foncteurs d’oubli vers Mod(K) ce qui implique qu’il commute, & isomorphisme pres, avec
les foncteurs libre partant de Mod(K), i.e. le diagramme suivant commute & isomorphisme pres

Modp(A\ - /40«1(%@))
> <
Fa Od(K)%K_

Démonstration. Soit M un Up(A)-module a gauche. La structure de A-module de F4(K) induit alors une
structure de A-module sur M en posant

pholay,...,x, ... a,) =(p' @ (ay,...,1,...,a,)) - =
:u%A(K)(al,...,l,...,an) T
Une application Up(A)-linéaire f : M — N est alors automatiquement un morphisme de A-modules :
flubs(an,. ..oz, .. an)) = f(u%A(K)(al,...,1,...,an) - )
= N%A(K)(al,...,l,...,an) - f(x)
= uiy(ay,..., f(x),... a,)
On a alors un foncteur LMod(Up(A4)) — Modp(A) qui est inverse de H.
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Par construction, H commute avec les foncteurs d’oubli et cela implique formellement la commutation, a
isomorphisme pres, avec les foncteurs libre. En effet, on la suite d’isomorphisme naturels suivant

Homyy,, (a)(H(Fa(V)),N) ~ Homu (Fa(V), H '(N))
~ Homg (V, H~}(N))
= Homg (V, N)

et donc H o F4 est adjoint a gauche au foncteur d’oubli LMod(Up(A)) — Mod(K).
<

Remarques 3.1.3.
— On a obtenu formellement un isomorphisme naturel F4(V) ~ F4(K) ® V. Concrétement, cet isomor-
phisme s’obtient comme passage au quotient de ’isomorphisme P(A; V) ~ P(A4;K) ® V induit par les

isomorphismes

P(n) ®s, (@ A2V oV A®(”i)> ~ (P(n) R, (EB ABD QK ® A®(”i)>> ®V

=1 =1

— 1l faut faire attention au fait que I'équivalence Modp(A) ~ LMod(Up(A)) ne caractérise ’enveloppante
qu’a Morita équivalence pres. Par exemple, toute algebre R est Morita équivalent & l’algebre des matrice
M, (R) pour tout entier n > 0 (¢f. [Lam12] théoréme 17.20 page 470).

— Le fait que H commute avec les foncteurs libre justifie le fait de noter A ®” V := F4(V) puisque 'on a

alors
HAQPV)~Up(A)®V.

C’est d’ailleurs cette propriété supplémentaire qui permet de vraiment caractériser I’algebre enveloppante.
En effet, si on a une K-algébre R et une équivalence de catégories G : Modp(A) — LMod(R) commutant
avec les foncteurs libre & isomorphisme pres, alors R ~ R®g K ~ G(A®7” K) dans LMod(R) et on obtient
un isomorphisme de K-algéebres

R ~ Endynoq(r) (R)F ~ End4 (A @7 K)°P ~ Up(A).
L’algebre enveloppante est en fait une construction fonctorielle. En effet, si on considere un morphisme de
P-algebres f : A — B, alors on peut construire I'application K-linéaire f, : Up(A) — Up(B) comme 'unique

application faisant commuter le diagramme suivant.

EndA(FA(K)) LEndB FB 9 lUp(B)

HOIHK K FB ))

Hom 4 (FA FB(K)f) 91f

lpo—

ol 1 est 'unique morphisme de A-modules envoyant 1y, (4 sur 1y, (py. Explicitement, f. envoie un endomor-
phisme g sur I'unique endomorphisme de Fp(K) envoyant 1y, (p) sur (15 o g)(1y,(a))-

Proposition 3.1.4. L’application K-linéaire f, : End4(F4(K)) — Endp(Fp(K)) précédemment définie est
un morphisme de K- algebres associatives unitaires si bien que 'algebre enveloppante est un foncteur

Up : Alg(P) — Alg(uAss)

Démonstration. On remarque dans un premier temps que pour tout g € End4(F4(K)), le diagramme suivant
commute



car 1yog et (f.g)! o1, sont tous deux des morphismes de A-modules envoyant Lypcay sur 15(g(1p,(a))). Ainsi,
pour tout g1, g2 € Enda(Fa(K)), on a

(fe(g2091)) Lup(m)) = (L5 0 92)(91(1up(a)))
= fe92(15(91(1upa))))
= (feg2 0 feg1)Lup(m))

et donc fi(g2 0 g1) = fi(g2) © fi(g1). De plus, on a bien f,idp, k) = idp, k) car ces deux morphismes de
B-modules fixent 1y, (p).

Enfin, pour la fonctorialité, on a bien ida. = idy,a) car liq, = idp,(k), et si on a des morphismes de
P-algebres f: A— Bet g: B— C, alors on a

101y = 1405 : Fa(K) = (Fo(K)9)!

et donc (go f)s = gs 0 fu. &

On a prouvé ici que lexpression Up(A) était fonctorielle en A, mais elle est en fait aussi en P. On a déja
vu dans la proposition 2.2.9 qu'un morphisme d’opérades ¢ : P — Q induit, pour toute Q-algébre A, un
foncteur

©*4 : Modg(A) — Modp(p*A).

La counité V' — F4 (V) induit alors un morphisme ¢*A-linéaire

ng*A(V) — FA(V)W.

Proposition 3.1.5. Pour tout morphisme d’opérades ¢ : P — Q et pour toute Q-algebre A, le morphisme
naturel

1 Fpea(K) = Fu(K)?
induit un morphisme d’anneaux
US - Up(¢*A) = Ug(A).
dont le foncteur de restriction des scalaires est ¢*4 modulo H i.e. le diagramme suivant commute

* A
Modg(A) —F—= Modp(p*A)

Hi lH

LMod(Ug(A)) o LMod(Up (¢* A))

Démonstration. Le morphisme 1 induit I’application K-linéaire

Yy Endg- 4 (Foxa(K)) —— Enda (Fa(K))
fi (= (f(1)))

Cette application est un morphisme d’anneaux unitaires car ¥ (1) = 1 d’une part, et d’autre part, pour tout
fo9 € Endyea(Fyp-a(K)), on a :
Yu(ge f)(1) =¢(g(f(1))
= (Yug)(P(f(1)))
= (Yugovuf)(1)

la seconde égalité provenant du fait que 'on a ¥ o g = 9y g o1 car ces deux applications ¢* A-linéaires envoient
1€ Fy-a(K) sur ¢(g(1)) € Fa(K)%.
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Le morphisme v se promeut donc bien en un morphisme d’anneaux U, ;f‘ :Up(p*A) — Ug(A). Explicitement,
il envoie u' @ (ar,...,1,...,a,) sur p(p)'®@(ag,...,1,...,a,). Or, le foncteur ¢*4 consiste & munir un A-module
M d’une structure de ¢* A-module en posant u', (a1,...,z,...,an) == @(u)i (a1,...,z,...,a,). Ainsi, on a
bien Hop*4 = (U:;‘)* o H puisque ces deux foncteurs munissent un A-module M d’une structure de Up(p* A))-

module a gauche en posant
pt @ (ay,. .. 1, an) 2= o(p)i(ar, ...z, ... an).
4

L’isomorphisme H : Modp(A) — LMod(Up(A)) permet aussi de transporter les mécaniques habituelles
d’études des modules a gauche sur un anneau vers le contexte opéradique.

Proposition 3.1.6. Soit f : A — B un morphisme de P-algebres. Les adjonctions restriction-extension des
scalaires f* = fi, dans le cadre opéradique, et (Upf)* F (Upf), dans le cadre habituel, se correspondent
i.e. le digramme suivant commute & isomorphisme pres :
fi
MOdp(A) L MOdp(B)
Iz
H H
Upf)
LMOd(UP(A)) (UJ_f)* LMOd(Up(B))
P

Démonstration. Comme H est un isomorphisme de catégories, il suffit de vérifier que H préserve la restriction
des scalaires. Or, on a bien Ho f* = (Up f)* o H car ces deux foncteurs munisse un B-module M d’une structure
de Up(A)-module & gauche en posant

w@(ar,... 1. an) 2= (flar), ...z, ..., flan)).
<

Remarque 3.1.7. Si f : A — B est un morphisme de P-algebres, alors Up(B) devient une Up(A)-algebre (a
droite) grace au morphisme Up f et on vient alors d’établir 'isomorphisme

Fp(M)
(1@ (flar),...,z,..., f(an)) =id' @ui (ar,...,,...,a,))

pour tout A-module M.

My = ~ Up(B) ®upa) M

3.2 Présentation de D’algebre enveloppante

Le cas classique d’algebre enveloppante est celui de l’enveloppante d’une algebre de Lie g que 'on défini
habituellement par générateurs et relations :

T(g)
(91, 92] — 9192 + g201)

Uﬁie (g) =

ou T(g) désigne 1'algebre tensorielle associée & g. On va montrer dans cette section que cette construction se
généralise a toute opérade binaire quadratique si K est un corps de caractéristique différente de 2.

Ainsi, dans toute cette section, K est un corps de caractéristique différente de 2; Fo est un Gy-module a droite
de type fini; R3 C T F3(3) est un ensemble fini de relations permettant de présenter 'opérade quadratique

binaire
T(E2)
(R3)

(attention, ici on note de la méme maniere le Gy-module Es et le G-module (0,0, F5,0,...)); et A est une
P-algebre quelconque.

P:
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Comme la caractéristique de K ne divise pas 'ordre de &3, 'anneau K[S;] est semi-simple d’apres le théoréeme
de Maschke. Ainsi, on a une décomposition de E, en somme directe de représentations triviales 1g, et de
représentations signatures sgn, :

Ey ~nls, & nasgn,.
On peut alors considérer une famille génératrice (7v;, ;) 1<ign, associée & cette décomposition. Les opérations

N s s ISisne s . s
v; s’apparentent donc a des opérations symétriques et les o; a des opérations antisymétriques.

Souvent, on considére des algébres avec des opération A, n’admettant pas de symétrie (comme les algebres
associatives par exemple). Cela correspond & des composantes réguliéres (i.e. isomorphe & K[G3] ~ 1, @ sgn,)
dans la décomposition de Fs. La décomposition en composantes irréductibles de cette composante réguliere se
fait alors en posant

1
1= 5 (A + pr)

1
ag = (A — pr)

2
ol p 1= Ak . On a alors la décomposition de A\i en sa partie symétrique et sa partie anti-symétrique :
1 p, Ar-(12). 0 lors la dé position de A partie symétrique et sa parti ti-symétriq
Ak =k +

(¢f. 2.1.7 pour voir comment ce processus peut permettre de réduire la présentation de l'opérade des algébres
de Poisson).

Pour les générateurs de notre présentation de ’enveloppante, on considere le produit tensoriel Fy ®k A et on
notera alors p, le tenseur élémentaire p ® a € Fo @ A.

Proposition 3.2.1. Notons p : T(E;) — P la projection canonique. L’algébre tensorielle T(Es @k A)
admet une structure de p* A-module, telle que pour tout 8 € T Es, on ait

Brimrea) (@ a) = (B-(12))q -«

2
BT(E2®A) (a,x) = Bq - x.
Démonstration. On considere le morphisme de Go-modules

E,

Enda(2) ® End?(E2®A)’E(2)

Vit (’Y’iAa

(a,2) = Yia-x
(x,a) — Fia-zT

(a,2) —  «ajo-x )

) . )
& <aJA’ (x,a) — —ajq-

On étend alors ce morphisme en un morphisme de &-modules valant 0 en arité autre que 2
Ey = Enda @ Endf p,04) -
et, par propriété universelle de 'opérade libre, on obtient un morphisme d’opérades
T(Ea) — Enda © Endf e a) -

qui, par construction, coincide avec le morphisme structurel de p*A en sa premieére composante. Cela définit
alors une structure de p* A-module sur T'(Fy ® A) d’apres la proposition 2.2.4.

Par construction, on a 'yizT(E2®A)(a,x) = Yo - T et afT(E2®A) (a,z) = g - x. Cette relation s’étend alors

a tout 8 € Ey par linéarité de lapplication 8 +— f, et distributivité du produit dans T'(E; ® A). L’identité
571“(132@,4)(95’ a) = (8-(12)), - x est alors une conséquence du fait que le morphisme

Ey — Enda(2) ® Endfﬂ(E2®A)’€(2)

est un morphisme de Go-modules. o]
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Remarque 3.2.2. Si 'opérade P admet des opérations sans symétries A\, alors on peut trouver une famille
génératrice (7v;, a;) de E telle que ; et oy soient respectivement les parties symétriques et anti-symétriques
de A\g. Dans ce cas, on a alors

)‘iT(EZ@)A)(avx) = Apa - T
)\llcT(E2®A)($7 a) = Pra - T
ou Pk = )\k . (1 2)

La structure d’algebre de T'(Es ® A) permet de réécrire la fagon dont p*A agit sur T'(E2 ® A) qui n’est pas
sans rappeler Paction de A sur Up(A).

Proposition 3.2.3. Pour tout entier n > 1 et pour tout indice i € {1,...,n}, on a
M%«(E2®A)(a1, ey Ty Ay) = :“iT(E2®A)(a17 o liiigan)x (4)
pour tout u € TE2(n); a1,...,a, € Aset x € T(E2 @ A).

Démonstration. Notons T := T(E2 ® A). On établit I'identité (4) par récurrence sur n.

Pour n =1, on a TE3(1) = Kid et
idp(r) = x = idp(1) - .

Pour n = 2, on a T E5(2) = E5 et, par construction de la structure de p* A-module sur T vue précédemment,

o Bha)= (B-(12)e-z =ph(la)-
Brlar)=  fa-z = fal)-

Soit n > 2 et supposons que l'identité (4) soit vraie pour tout i < n. Soit u € T Es(n). Comme Es est

concentrée en arité 2, les arbres de RT(n) intervenant dans la définition de 7 E2(n) sont les arbres binaires et
il existe o € &,, telle que

B

avec § € Eo, 11 € TEa(ny) et vg € T Es(n2) telles que ny,ng > 1 et ny +ng = n. On a alors :

— sii < ny:
(Bo(Vl,uz));(al,...7x,...7an):B% (V%T(al,...,m,...,am)7V2A(anl+1,...,an))
:B%(17VQA(an1+1,...,an))-V{T(al,...,l,...,anl)-x
:(BO(Vl,VQ));"(alﬂ"'vla"'va’n)':E7
— sit>mng
(Bo (vi,v2))r (a1,...,2,...,a,) = = (ylA(al,...,anl),yé;nl(anl+1,...,J;,...,an))
:B%(VIA(al,...,am)J)~y;;nl(am+1,...,1,...,an)-x
:(Bo(1/1,1/2));,«(al,...,l,...,an)~1:.

1

Ainsi, l'identité (4) est alors vérifiée pour S o (v1,v2) = p- o=+ ce qui 'implique automatiquement pour p :

play, ... ... a,) = (1 Ufl)o(i) (Ao=1(1)s -y Ty ooy A1 ()
=(u- O’il)o(i) (a(,fl(l), R ,aafl(n)) - X
=pb(ar,...,1,...,a,)
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On notera dorénavant
Oiplar, ..., Q... an) = ,u’T(E2®A)(a17 U T
ol a; signifie que 1'on enléve I’élément a; de la liste des arguments de 9;u. Avec ces notations, on voit qu’on a

prouvé dans la démonstration précédente la formule
018(vaa(an,, ... an_1)) - Owi(ay,...,an, 1) sii <
82ﬁ(1/1,4(a1, ey anl)) . 8i—n1’/2(an1+1a ey an_l) sii>ng

0;i(Bo (v1,12))(a1,...,an_1) = {

s’apparentant a la formule de la dérivée partielle d’'une composition de fonctions a plusieurs variables. Cette
construction est généralisée dans [Dha+25] (partie « 4. Noncommutative partial differentiation ») au cadre des
variétés d’algebres.

Pour calculer explicitement 0;u(aq,...,a,—1), la méthode est la suivante :

(7) Décomposer p € T(Es) comme composition d’opérations binaires ce qui revient & dessiner son arbre
étiqueté. Par exemple, pour = Ao (id, A\) ot A € E5 est une opération sans symétrie (donc de la forme

v+ a), on a
1 2 3
\ N/
A
= N\ /
A

(it) Remplacer I’étiquetage de le feuille numérotée par j par le j-ieme argument de p;(ag,...,1,... an—_1) i.c.
on remplace j < ¢ par a;; ¢ par 1; et j > ¢ par a;_;. En reprenant ’exemple précédent, si 'on souhaite
calculer d>(a,b), on remplace 1 par a; 2 par 1 et 3 par b :

a 1 b
N/
A
dop(a, b) = M%’(av z,b) = /
A

(#i7) Parcourir l’arbre de haut en bas en partant de 1 :

— Si 1 arrive par la droite & un noeud étiqueté par 8 on multiplie 5, a gauche de 1 ou z est ’expression
provenant de la gauche de I'intersection.

— Si 1 arrive par la gauche & un neeud étiqueté par 8, on multiplie (8 - (12)), a gauche de 1 ol = est
I’expression provenant de la droite de 'intersection.
— Puis, on recommence avec le résultat obtenu a la place de 1.

Avec notre exemple, cela donne :

a Pb

N/

aQ,U(av b) = A = AapPb

— On résume dans le tableau suivant le calcul des différentielles de
o7l o7(2) o 1(3)

N/

A
p=Mo(d\) o= /
A

Exemples 3.2.4.
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pour A =idy € K[S3] C Es et 0 € &3 (on notera ab := Aa(a,b)) :

o ids  (12) (23) (13) (123) (132)

81 (,U, : U) (a, b) Pab >\apb Pba >\b>\a Abpa )\a,)\b

a2 (,Uf : U) (CL, b) >\apb Pab >\a)\b )\bpa >\b>\a Pbva

a3 (,U, : U) (a, b) >\a>\b )\b)\a )\an Pova Pab )\bpa

Notons que ’on retrouve dans ce tableau la relation

8i(u-a)(a1,...,c@,...,an) = 80(1‘),[1(&071(1),...,C/l\i,...,agfl(n))

vue & la fin de la démonstration de la proposition précédente.
— De méme, on résumer dans le tableau suivant le calcul des différentielles de

o7 1) o71(2) o71(3)

N/

(e}

u=(ao(a,id)) -0 =
N
avec « € sgny, C Eo une opération anti-symétrique et 0 € 3 :
o ids  (12)  (23)  (13) (123) (132)
O(pu-o)(a,b) | apag —apag Qg Qb —QqQp Qb
Oo(p-0)(a,b) | —apas  apag Qab —QaQp  Qpg Qg
O3(p-0o)(a,b) | aap Qb —pQq QO plg  — Qg

— On observe alors que toutes les différentielles de la relation de Jacobi J := (ao(a,id))-(ids +(123)+(132))
sont égales a permutation pres :

O1J(a,b) = 03J(a,b) = OaJ(b,a) = aap — g + aparg.

Pour les relations de notre présentation de I’enveloppante, on pose
O1r(a,b)

OR3 = 827’((1,1)) . r € Rg; a,bEA
aST(a7b)

Proposition 3.2.5. Tout idéal I C T'(E2 ® A) est un sous-p* A-module de T(E; ® A). En particulier, c’est
le cas de I'idéal (OR3) et le morphisme structurel du p* A-module quotient T'(F2 ® A)/(OR3)

T(E2) — Enda x End’%(EZ(gA) _
(OR3) ~°

se factorise par p, si bien que T(E2 ® A)/(OR3) est un A-module. De plus, pour tout A-module M et pour
tout z € M, il existe un unique morphisme de A-modules

T(E;® A)

- — M
4 (OR3)

envoyant 1 sur z i.e. T(Ey ® A)/(OR3) est le A-module libre associé a K.

Démonstration. Soit I C T(E; ® A) un idéal. Pour tout p € TE2(n), on a :
/J/?\/[(al,---,x,...,an):87;/1/(61/1,...,6/1/\1‘7...,61/”)'.’L‘EI

pour tout ay,...,a, € A deés que x € I. Ainsi, I est un sous-p* A-module de T'(F; ® A).
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Maintenant, le morphisme structurel

D : T (Ey) — Endy x End‘%(E2®A) .
(OR3)

envoie une opération n-aire p sur (uA, (&-,u(—) - —) ) Ainsi, sir € Rs, alors r4 = 0 et 9;7(a,b) = 0 pour

1<i<n
tout a,b € A si bien que le morphisme ® s’annule sur (R3). Donc, ® se factorise par p en ®

T(Es) Enda ¥ EndT g0
(OR3)
p n 7
R P
_ T(E»)
P= Ry

faisant de T'(F2 ® A)/(ORs3) un A-module.

Montrons que T(E; ® A)/(0R3) a la propriété universelle du A-module libre sur K. Soit M un A-module et
soit & € M. Supposons qu’existe un morphisme ¢, : T(E; ® A)/(OR3) — M envoyant 1 sur x. Tout élément
de T(E2 ® A)/(OR3) se décompose en combinaison linéaire d’éléments de la forme Siq4, - - Bna,, avec f; € P(2).
Or, on a vu en proposition 3.2.1 que Biq, = 020k (ar) et comme ¢ est un morphisme de A-modules, on a (en
notant T := T'(Ey ® A))

@2 (Brar = Buan) = 0a (B3 (a1, By (a2, Baplan, 1)) )
= Bar (a1, B3yr (a2, Baps(an, ) )

ce qui prouve 'unicité de ;.

L’expression précédente est linéaire en les [3; et les a; si bien qu’elle induit par propriété universelle du produit
tensoriel une application K-linéaire

envoyant 1 sur x. C’est un morphisme de p* A-modules car pour tout 8 € Fs, on a

(0 (le“(ﬁlal e ﬁnanva')) = wx(ﬁaﬁlal T Bnan)
= 512\/[ (@, Y2(B1ay *** Bran))
= ﬂ]lw(wx(ﬂlal T ﬂnan)v a)

Ainsi, pour tout r € Rs, on a ¥, (0;r(a,b)) = 0 car M est un A-module et donc 9, se factorise en un morphisme
de A-modules

T(Es ® A) —2"> M

7
i s

T(E®A)
(OR3)

envoyant 1 sur . &

Théoréme 3.2.6. L’isomorphisme K-linéaire

" (0R) “”“‘( (ORs) )

est un morphisme d’anneaux et on en déduit ’isomorphisme d’anneaux

T(E2®A)
U Ay —————.
e =" oy
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Démonstration. Pour tout 5 € Es et a € A, on a

¢35 (Biay -+ Bra,) = D2P1(a1) -+~ 02fn(an) - Bu
= Blal "'ﬁnan 'E

et donc ¢p est I'endomorphisme — - 3, de multiplication & droite par 3,. Par linéarité de ¢_, on a @, = — - x
pour tout « € T(E2 ® A)/(OR3). Ainsi, pour tout x,y € T(Fy ® A)/(OR3), on a

Pry = Py © Pa-

De plus, I'isomorphisme naturel de A-modules Up(A) — T(FE2® A)/(0R3) induit un isomorphisme d’anneaux

End4(Up(A4))°" — Enda <T<(E5'2Réj)m> p

faisant commuter le diagramme suivant

UP(A) EndA(Ufp(A))OP
T(Ey, ® A T(Ey @A)\
Gy e P ((wa) )>

Comme @_ et les morphismes a droite et en haut de ce carré commutatif sont des isomorphismes d’anneaux, le
morphisme
T(Ey® A)

UP(A) — (8R3)

est un isomorphisme d’anneaux. &

Remarque 3.2.7. Dans toutes cette preuve, on n’utilise & aucun moment le fait que les relations soient
quadratiques. En fait, la construction précédente, permet de construire plus généralement une présentation
d’une algebre sur une opérade binaire. Néanmoins, la construction qui précéde nous permet d’observer que
I’algebre enveloppante d’une algébre sur une opérade quadratique binaire est une algébre quadratique-linéaire
puisque

8R3 - (E2 X A) D (E2 ® A)®2
si Rg C TE2(3)
Exemples 3.2.8.

— On retrouve la présentation de ’enveloppante d’une algebre de Lie g : on a Ey = sgn, et Rz = {J} ou J
est la relation de Jacobi, dont on a calculé a la fin des exemples 3.2.4 les différentielles

01J(a,b) = 02J(b,a) = 03J(a,b) = ajqp) — Caup + g

si bien que
7(g)
([a,b) =a®@b—b®a)
— Pour prelie, on a Ey = K[Gs] et Rz = {A - (id3 —(23))} ou A est la relation d’associativité. Les différen-
tielles de p:= A - (idg —(23)) sont alors

Uric(9) =

O1p(a,b) = pvpa — PapPb — Pab + Pha
Ozp(a,b) = —03p(a,b) = ppAa — Aab — XapPb + Aap

Ainsi, si (g, {, }) est une algébre pré-Lie, alors son algébre enveloppante est

T(g®g)
PbPa — PaPb — P{ab} T P{ba}
PvAa — Aab} — AaPb + AaXp

Upreﬁie(g) = (
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— Pour Com, on a By = 1g, et R3 = {As} ol As est la relation d’associativité. On a alors
O As(a,b) = WYa — Yab
92 As(a,b) = WYa — YaW
95As(a,b) = Yab — Ya T
de telle sorte que (OR3) = (Yab — VaVb) €t
T(A
Ueom(A) = — A 4,
(Yab = YaM)
ou A+ =A D K avec (a1 + )\1)(@2 —+ )\2) = ajaz + )\10,2 + )\2(11 + )\1)\2.

— En utilisant le premier tableau dans I’exemple 3.2.4, on peut calculer de maniére générale une présentation
de l'algebre enveloppante d’une algebre sur une opérade quadratique binaire paramétrée par les coefficients
(co)oecs, (cf exemples 1.3.10) : on a Ey = K[G3] et R3 = {r.} ou

re=Xo(\id) = Y coAo(id,\) - o
ceG3
et donc
) T(A® A)
o) PbPa = CidgPab + C(12)AaPb + C(23)Pba + C(13)AbAa + C(123)AbPa + C(132)Aab,
PbAa = Cidg AaPb + C(12)Pab + C(23)AaAb + C(13)AbPa T C(123)AbAa + C(132)Pbas
Aab = CidgAaAb + C(12) AbAa + C(23)Aapb + €(13)Pba T C(123)Pab + C(132)AbPa

Ainsi, on trouve des présentations pour les enveloppantes d’algebres associatives, de Leibniz et de Poisson :

T(Ae A .
Uass (A) = ( ) = A+ X A+p
PbPa = Pabs
pb)\a = )\apbv
>\ab = >\a)\b
T(L® L
Uﬁeib(L) = ( )
PbPa = Pab — XaPb,
pb)\a = )\apb — Pab,
>\ab = >\a)\b - >\b)\a
TAp A
U’Pois(A) = 1 ( )
PbPa = Pab + g(ﬂba - >\an + )\a>\b - )\bpa)
1
PbAa = Aapb + §(>\a)\b — Pab + Poa — AoAa)

1
)\ab = )\a)\b + g(ﬂba - )\b)\a + )‘bpa - pab)

Proposition 3.2.9. Soit P = T(Ep)/(Rp) et Q@ = T(Eg)/(Rg) deux opérades (quadratiques) binaires
présentée. Soit g : Ep — FEg un morphisme de Ga-modules tel que T2 (Rp) C (Rg). Soit A une Q-algebre.
Le morphisme

T(ps®ida) : T(Ep ® A) — T(Egq ® A)

envoie une différentielle partielle d;pu(ay, ..., an—1) sur (G;(p))(as,...,a,—1) si bien qu’il passe au quotient
en un morphisme

T((pg (9 idA) : U’p(QO*A) — UQ(A)

Ce morphisme de K-algébres associatives unitaires coincide avec le morphisme
A
U2 : Up(¢"A) > Ug(A)
associé au morphisme d’opérades ¢ := T : P — Q (cf. proposition 3.1.5). Autrement dit, on a

c%%g::71¢z®idAy
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Démonstration. Par propriété universelle du quotient et de 'algébre tensorielle, il suffit de vérifier que Uj;‘
coincide avec g2 ® idy sur Fp ® A. Or, on a vu dans la démonstration de la proposition 3.1.5 que U:;‘ envoie
w@(ag,...,1,...,a,) sur o(u)* ® (ag,...,1,...,a,) ce qui se traduit par

UA@iplar, . an1)) = Dp())(ar, ., an—1)
et
U (Ba) = #(B)a
pour tout 5 € Ep et a € A. * 3

Exemples 3.2.10.
— Le morphisme
UﬁssﬁCom : A+ ® A(ip - A+

est le morphisme de multiplication (qui est bien un morphisme d’anneaux lorsque A est commutatif).
— Pour toute algebre associative A, le morphisme

Ué’i&ﬁAss : Uﬂie (A) — A+ ® A?‘_p

est le morphisme induit (Ugz;e est un adjoint & gauche du foncteur d’oubli Alg(u.Ass) — Alg(Lie)) par
I’application K-linéaire
A— AL ® AP

envoyant a sur a® 1 — 1 ® a.
— Pour toute algebre pré-Lie g, le morphisme Lie — preLie induit 1’'unique morphisme
T(g) T(g9)

%
(lo,b] =a®b—-b®a) PbPa — PaPb — Plav) + Piba)
PbAa — Aab} — AaPb + AaXp

Uﬁie(g) = > = Upreﬁie(g)

envoyant a € g sur A\, — pg-
— Pour toute algebre de Lie g, le morphisme

Uleipsric * Ucein(8) — Ucic(g)

envoie (Aq, pp) sur a — b.

37



Bibliographie

[Bec67]

[BMOY]

[Dha+25]

[HS84]

[Hof10]

[Hov07]

[Lam12]

[LV12]

[MROG6]

[Mil11]

[Qui70]

[Rem24]

[Riel4]

Jonathan Mock BECK. « Triples, algebras and cohomology ». Thése de doct. Columbia University,
1967. URL : http://www.tac.mta.ca/tac/reprints/articles/2/tr2.pdf.

Clemens BERGER et Ieke MOERDIJK. « On the derived category of an algebra over an operad ». In :
(2009). URL : https://arxiv.org/abs/0801.2664v2.

Nishant DHANKHAR et al. « Beck modules and alternative algebras ». In : Communications in
Algebra (2025), p. 1-16. URL : https://arxiv.org/abs/2309.07962v4.

Harald HANCHE-OLSEN et Erling STGRMER. « Jordan operator algebras ». In : (1984). URL : https:
//hanche.folk.ntnu.no/joa/joa-h.pdf.

Eric HOFFBECK. « Opérades de Koszul et homologie des algebres en caractéristique positive ». These
de doct. Lille 1, 2010. URL : https://www.math.univ-paris13.fr/~hoffbeck/these.pdf.

Mark HOVEY. Model categories. 63. American Mathematical Soc., 2007.

Tsit-Yuen LAM. Lectures on modules and rings. T. 189. Springer Science & Business Media, 2012.
URL : https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4612-0525-8.

Jean-Louis LODAY et Bruno VALLETTE. Algebraic operads. T. 346. Springer Science & Business
Media, 2012.

Martin MARKL et Elisabeth REMM. « Algebras with one operation including Poisson and other
Lie-admissible algebras ». In : Journal of Algebra 299.1 (2006), p. 171-189. URL : https://arxiv.
org/abs/math/0412206.

Joan MILLES. « André-Quillen cohomology of algebras over an operad ». In : Advances in Mathe-
matics 226.6 (2011), p. 5120-5164. 1sSN : 0001-8708. URL : https://www.sciencedirect . com/
science/article/pii/S0001870811000065.

Daniel QUILLEN. « On the (co-) homology of commutative rings ». In : Proc. Symp. Pure Math.
T. 17. 2. 1970, p. 65-87.

Elisabeth REMM. « Depolarization and distributive laws ». In : arXiv preprint arXiv :2404.01937
(2024). URL : https://arxiv.org/abs/2404.01937.

Emily RIEHL. Categorical homotopy theory. T. 24. Cambridge University Press, 2014. URL : https:
//math. jhu.edu/~eriehl/cathtpy/.

38


http://www.tac.mta.ca/tac/reprints/articles/2/tr2.pdf
https://arxiv.org/abs/0801.2664v2
https://arxiv.org/abs/2309.07962v4
https://hanche.folk.ntnu.no/joa/joa-h.pdf
https://hanche.folk.ntnu.no/joa/joa-h.pdf
https://www.math.univ-paris13.fr/~hoffbeck/these.pdf
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4612-0525-8
https://arxiv.org/abs/math/0412206
https://arxiv.org/abs/math/0412206
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0001870811000065
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0001870811000065
https://arxiv.org/abs/2404.01937
https://math.jhu.edu/~eriehl/cathtpy/
https://math.jhu.edu/~eriehl/cathtpy/

	Généralités sur les opérades
	Définitions et premiers exemples
	Opérade libre
	Présentation d'une opérade par générateurs et relations

	Algèbre linéaire opéradique
	Algèbre sur une opérade
	Module opéradique sur une algèbre
	Module de Beck et dérivation

	Algèbre enveloppante
	L'algèbre enveloppante en théorie
	Présentation de l'algèbre enveloppante

	Bibliographie

